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Finitude homotopique et isotopique
des structures de contact tendues
Vincent Colin, Emmanuel Giroux et Ko Honda
Re´sume´. Soit V une varie´te´ close de dimension 3. Dans cet article, on montre que les
classes d’homotopie de champs de plans sur V qui contiennent des structures de contact
tendues sont en nombre fini et que, si V est atoro¨ıdale, les classes d’isotopie des structures
de contact tendues sur V sont elles aussi en nombre fini.
Mots cle´s : structure de contact tendue, champ de plans, homotopie, isotopie, conjugaison,
triangulation, surface branche´e.
Codes AMS : 57M50, 53C15.
Le but de cet article est de de´montrer les deux the´ore`mes suivants ainsi que quelques
uns de leurs avatars :
The´ore`me 0.1. Sur toute varie´te´ close de dimension 3, les classes d’homotopie de
champs de plans qui contiennent des structures de contact tendues sont en nombre fini.
The´ore`me 0.2. Sur toute varie´te´ close et atoro¨ıdale de dimension 3, les classes d’isotopie
des structures de contact tendues sont en nombre fini.
Ces re´sultats s’inscrivent dans un contexte qu’on rappelle brie`vement. D’abord, les
structures de contact tendues sont officiellement ne´es dans [El2] ou` Y. Eliashberg e´tablit a`
leur sujet le the´ore`me de finitude homologique suivant : sur toute varie´te´ close V de dimen-
sion 3, seul un nombre fini de classes de cohomologie entie`res de degre´ 2 sont re´alisables
comme les classes d’Euler de structures de contact tendues (oriente´es). Dans ce meˆme
article, le the´ore`me de finitude homotopique 0.1 apparaˆıt aussi explicitement – Theorem
2.2.2 – mais l’argument propose´ pour sa de´monstration est incomplet. Dans [KM], par
l’e´tude des monopoles de Seiberg-Witten, P. Kronheimer et T. Mrowka obtiennent l’ana-
logue du the´ore`me 0.1 pour les structures de contact remplissables (au sens le plus faible
qui soit). D’apre`s un the´ore`me de M. Gromov [Gr] et Y. Eliashberg [El3], toute structure
de contact remplissable est tendue mais bien des structures de contact tendues ne sont,
en revanche, pas remplissables [EH2, LS], de sorte que le the´ore`me 0.1 ne de´coule pas des
re´sultats de [KM].
Un autre the´ore`me de [El2] prouve que la sphe`re S3 porte une seule structure de
contact tendue a` isotopie (et changement d’orientation) pre`s. Ceci sugge`re que les classes
d’isotopie des structures de contact tendues pourraient eˆtre en nombre fini sur toute
varie´te´ close de dimension 3 [El2, conjecture 8.6.1] mais les re´sultats de [Gi3, Ka] re´futent
cette hypothe`se. Ils montrent en effet qu’une modification de Lutz re´pe´te´e sur un tore
incompressible peut produire une infinite´ de structures de contact tendues deux a` deux
non conjugue´es, d’ou` la conjecture suivante de [Gi4] : les structures de contact tendues
sur une varie´te´ close de dimension 3 forment un nombre fini de classes d’isotopie si et
seulement si la varie´te´ est atoro¨ıdale, i.e. ne contient aucun tore plonge´ incompressible.
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Cette conjecture est a` pre´sent ave´re´e graˆce au the´ore`me 0.2 ci-dessus et au re´sultat suivant
de´montre´ inde´pendamment dans [Co3] et dans [HKM] (travail commun avec W. Kazez
et G. Matic´) :
The´ore`me 0.3. Sur toute varie´te´ de dimension 3 close, oriente´e, toro¨ıdale et irre´ductible1,
les structures de contact tendues forment une infinite´ de classes de conjugaison.
Les me´thodes de´veloppe´es dans le pre´sent article permettent par ailleurs de pre´ciser
ce re´sultat en tenant compte de la torsion, invariant des structures de contact introduit
dans [Gi4] et de´fini comme suit :
De´finition 0.4. On appelle torsion d’une structure de contact ξ sur une varie´te´ close V de
dimension 3 la borne supe´rieure des entiers n ∈ N pour lesquels on peut plonger dans (V, ξ)
le produitT2×[0, 2npi] muni de la structure de contact d’e´quation cos θ dx1−sin θ dx2 = 0,
ou` (x, θ) ∈ R2/Z2 × [0, 2npi].
En vertu du the´ore`me de Y. Eliashberg qui les classifie, les structures de contact
non tendues – aussi dites vrille´es – ont une torsion infinie. En outre, sur une varie´te´
atoro¨ıdale et irre´ductible, les structures de contact tendues ont une torsion nulle. Pour ce
qui concerne les varie´te´s toro¨ıdales, les de´monstrations du the´ore`me ci-dessus e´tablissent
en fait que, lorsqu’elles sont irre´ductibles, elles admettent des structures de contact ten-
dues de torsion finie arbitrairement grande. Cela dit, la re´ponse a` la question suivante
reste inconnue :
Question 0.5. Les structures de contact tendues ont-elles toutes une torsion finie ?
Le the´ore`me qu’on obtient ici est le suivant :
The´ore`me 0.6. Sur toute varie´te´ close de dimension 3, les structures de contact tendues
et de torsion e´gale a` un entier fixe´ ne forment qu’un nombre fini d’orbites sous l’action
du groupe engendre´ par les diffe´omorphismes isotopes a` l’identite´ et les twists de Dehn le
long de tores.
Ce the´ore`me entraˆıne le the´ore`me 0.2 puisque, sur une varie´te´ V atoro¨ıdale, tout twist
de Dehn le long d’un tore est isotope a` l’identite´. Sur une varie´te´ toro¨ıdale en revanche,
les structures de contact tendues de torsion (finie) fixe´e peuvent tre`s bien former une
infinite´ de classes d’isotopie, comme le montre l’exemple des fibre´s en cercles au-dessus
des surfaces [Gi5, Ho2].
La cle´ des the´ore`mes 0.1, 0.2 et 0.6 est le re´sultat suivant qui montre que les struc-
tures de contact tendues sur une varie´te´ close sont engendre´es, a` partir d’un nombre fini
d’entre elles, par des modifications de Lutz (voir la partie 1.4 pour la de´finition de cette
ope´ration) :
The´ore`me 0.7. Sur toute varie´te´ close V de dimension 3, il existe un nombre fini de
structures de contact ξ1, . . . , ξn et, pour chaque entier i ∈ {1, . . . , n}, un nombre fini de
tores T i1, . . . , T
i
ki
transversaux a` ξi tels que toute structure de contact tendue ξ sur V , a`
isotopie pre`s, s’obtienne a` partir d’une des structures ξi par une modification de Lutz de
coefficients nij(ξ) ∈ N le long des tores T
i
j , 1 ≤ j ≤ ki.
Un point crucial ne´anmoins – qui empeˆche de de´duire formellement le the´ore`me 0.6 du
the´ore`me 0.7 – est ici que les tores T ij fournis par ce dernier ne sont a priori pas disjoints
– meˆme pour i fixe´. Du coup, l’ordre dans lequel on effectue les modifications de Lutz a
une incidence.
1Sans cette hypothe`se, il se peut que la varie´te´ ne porte aucune structure de contact tendue (voir
[EH1].
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Tous ces re´sultats fournissent une classification ge´ome´trique grossie`re des structures
de contact tendues en dimension 3. Il serait inte´ressant de la pre´ciser en donnant par
exemple des estimations effectives pour les nombres dont on se borne ici a` prouver qu’ils
sont finis.
Les preuves qu’on donne dans ce texte s’e´tendent au cas des varie´te´s compactes a`
bord, pour peu qu’on impose un germe de structure de contact le long du bord. Par
exemple, le the´ore`me 0.6 devient :
The´ore`me 0.8. Soit V une varie´te´ compacte a` bord de dimension 3 et ζ un germe de
structure de contact le long de ∂V . Les structures de contact tendues e´gales a` ζ pre`s
de ∂V et de torsion e´gale a` un entier fixe´ ne forment qu’un nombre fini d’orbites sous
l’action du groupe engendre´ par les diffe´omorphismes isotopes a` l’identite´ relativement au
bord et les twists de Dehn le long de tores inclus dans Int(V ).
Graˆce au travail de Y. Eliashberg et W. Thurston [ET] qui procure, en dimension 3,
une me´thode ge´ne´rale pour de´former un feuilletage par surfaces en une structure de
contact, le re´sultat suivant de D. Gabai [Ga] se de´duit du the´ore`me 0.1 :
Corollaire 0.9. Sur toute varie´te´ de dimension 3 close et orientable, les classes d’homo-
topie de champs de plans qui contiennent un feuilletage sans composantes de Reeb sont
en nombre fini.
Avant D. Gabai, P. Kronheimer et T. Mrowka ont de´montre´ ce the´ore`me dans [KM]
pour une classe plus restreinte de feuilletages – les feuilletages tendus – comme une
conse´quence de leur travail sur les structures de contact remplissables. En fait, un des
re´sultats principaux de [ET] dit que tout feuilletage tendu sur une varie´te´ close orientable
peut eˆtre de´forme´ en une structure de contact remplissable. Par suite, la finitude homo-
topique des structures de contact remplissables implique celle des feuilletages tendus. Le
corollaire 0.9 de´coule pareillement du the´ore`me 0.1 et d’un re´sultat de [Co4] qui montre
que, toujours sur une varie´te´ close et orientable, tout feuilletage sans composantes de
Reeb se laisse de´former en une structure de contact tendue.
Dans [Ga], D. Gabai de´montre le corollaire 0.9 par une me´thode ge´ome´trique fonde´e
sur les ide´es classiques de H. Kneser [Kn], W. Haken [Ha] et F. Waldhausen [Wa] mais
utilisant de plus un processus infini de mise sous forme normale duˆ a` M. Brittenham [Br].
Cette me´thode lui permet d’atteindre aussi un analogue du the´ore`me 0.2 qui, pour le
coup, semble loin d’en eˆtre un corollaire.
Enfin, la version relative 0.8 du the´ore`me 0.6 donne une classification grossie`re des
nœuds legendriens dans la sphe`re S3 munie de sa structure de contact standard :
The´ore`me 0.10. Dans la sphe`re de contact standard de dimension 3, les nœuds legen-
driens ayant une classe d’isotopie lisse et un invariant de Thurston-Bennequin impose´s
– arbitrairement – forment un nombre fini de classes d’isotopie legendrienne.
Pour de´montrer les re´sultats e´nonce´s ci-dessus, la me´thode qu’on adopte consiste a`
mettre chaque structure de contact tendue sur V , par isotopie, en position (( adapte´e )) et
(( minimale )) par rapport a` une triangulation fixe ∆ de V (sections 2.1 et 2.2.). Ensuite,
graˆce a` la classification des structures de contact tendues sur la boule [El2] et a` des
manipulations de surfaces convexes [Gi1], on observe que chaque structure de contact
tendue obtenue est entie`rement de´crite par une donne´e combinatoire : le de´coupage des
faces de ∆. Il s’agit, sur chaque 2-simplexe F , d’une collection finie d’arcs simples, propres,
disjoints et e´vitant les sommets, leur union n’e´tant bien de´finie qu’a` une isotopie pre`s de F
relative aux sommets. Ces arcs (a` cause des proprie´te´s de la triangulation et des structures
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de contact), s’organisent en familles d’arcs paralle`les, elles-meˆmes contenues dans un
nombre fini de (( domaines fibre´s )) (sections 2.3 et 2.4). En dehors de ces domaines,
les structures sont sous controˆle (the´ore`me 2.1). On e´tablit alors une correspondance
entre les structures de contact tendues (( ajuste´es )) a` un meˆme domaine fibre´ M et les
surfaces (( porte´es )) parM . C’est la` qu’apparaissent les tores ge´ne´rateurs du the´ore`me 0.7
(section 3). Pour de´montrer la finitude isotopique, il faut encore simplifier le domaine M
pour le faire ressembler a` un fibre´ en cercles au-dessus d’une surface (section 4). On
applique alors un the´ore`me classifiant les structures tendues porte´es par un fibre´ en
cercles [Gi4, Gi5, Ho2] pour conclure. Enfin, on donne la preuve du the´ore`me 0.10 dans la
section 5. La section 1 est consacre´e a` la pre´sentation des outils ne´ce´ssaires a` la re´alisation
de ce programme.
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enfin a` adresser un grand merci a` Franc¸ois Laudenbach pour sa relecture attentive d’une
e´bauche du texte.
1 Outils de ge´ome´trie de contact et de topologie
On pre´sente ici succintement les outils de ge´ome´trie de contact et de topologie qui
serviront pour de´montrer les the´ore`mes annonce´s dans l’introduction.
1.1 Structures de contact tendues / vrille´es
Dans ce texte, V de´signe toujours une varie´te´ compacte et oriente´e de dimension 3
et chaque structure de contact ξ qu’on conside`re sur V est directe et (co-) oriente´e. En
d’autres termes, il existe sur V une 1-forme α – unique a` multiplication pre`s par une
fonction positive – dont ξ est le noyau cooriente´ et dont le produit avec dα est partout
un e´le´ment de volume positif relativement a` l’orientation de V .
Sur une varie´te´ close, les structures de contact forment au plus une infinite´ de´nombra-
ble de classes d’isotopie. Cela de´coule du the´ore`me de Gray qui montre qu’elles sont
stables dans la topologie C1 : si ξs, s ∈ [0, 1], est un chemin de structures de contact
sur une varie´te´ close V , il existe une isotopie φs de V partant de l’identite´ (φ0 = id)
et ve´rifiant φs∗ξ0 = ξs pour tout s – en dimension 3, on dispose meˆme d’un re´sultat
beaucoup plus fort de stabilite´ C0 [Co2]. Un autre fait important est qu’une varie´te´ de
contact close (V, ξ) posse`de un grand nombre d’isotopies de contact. Plus explicitement,
la projection TV → TV/ξ met en bijection les champs de vecteurs sur V qui pre´servent ξ
et les sections du fibre´ quotient TV/ξ → V . Autrement dit, si ξ est le noyau d’une forme
de contact α, toute fonction lisse u : V → R de´termine un unique champ de vecteurs ∇αu
qui conserve ξ et sur lequel α vaut u. Le proble`me du prolongement des isotopies – ou des
champs de vecteurs – de contact se rame`ne en particulier a` un proble`me de prolongement
de fonctions.
Un disque vrille´ D dans une varie´te´ de contact (V, ξ) est un disque plonge´ dans V
et dont le plan tangent TpD, en chaque point p du bord ∂D, co¨ıncide avec le plan de
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contact ξp. La structure de contact ξ est dite vrille´e ou tendue selon qu’un disque vrille´
existe ou non a` l’inte´rieur de V . Cette dichotomie a deux raisons d’eˆtre majeures. En
premier lieu, un the´ore`me de Y. Eliashberg [El1] e´tablit la classification isotopique des
structures de contact vrille´es sur toute varie´te´ close : chaque classe d’homotopie de champs
de plans tangents contient une et une seule classe d’isotopie de structures de contact
vrille´es. D’autre part, les disques vrille´s s’interpre`tent comme des cycles e´vanescents. Plus
pre´cise´ment, Y. Eliashberg et W. Thurston ont propose´ dans [ET] la de´finition suivante :
un cycle e´vanescent pour un champ de plans quelconque ζ est un disque plonge´ D qui
est partout tangent a` ζ le long de son bord mais n’est pas isotope a` un disque inte´gral
de ζ relativement a` ∂D. Avec ce langage, une structure de contact (resp. un feuilletage)
sans cycles e´vanescents est une structure de contact tendue (resp. un feuilletage sans
composantes de Reeb : the´ore`me de Novikov).
La classification des structures de contact tendues n’est connue que sur peu de varie´te´s,
essentiellement celles que des de´coupages successifs le long de tores et d’anneaux rame`nent
a` des boules. Sur la boule, un the´ore`me de Y. Eliashberg [El2] affirme qu’il n’y a essen-
tiellement qu’une structure tendue.
The´ore`me 1.1. Des structures de contact tendues sur la boule qui impriment sur le
bord le meˆme champ de droites singulier (ou, autrement dit, le meˆme feuilletage car-
acte´ristique : voir plus loin) sont isotopes relativement au bord.
Dans la suite, une varie´te´ close et oriente´e V de dimension 3 e´tant donne´e, SCT (V )
de´signe l’espace de ses structures de contact tendues et on dit qu’un sous-ensemble X de
SCT (V ) est complet s’il repre´sente toutes les classes d’isotopie, c’est-a`-dire s’il posse`de
(au moins) un point dans chaque composante connexe de SCT (V ).
1.2 Surfaces convexes
La the´orie des surfaces convexes [Gi1] fournit, pour les varie´te´s de contact, des tech-
niques de de´coupage et de collage le long de surfaces. On peut brie`vement la re´sumer
ainsi : au voisinage d’une surface ge´ne´rique, la ge´ome´trie d’une structure de contact est
entie`rement inscrite dans une multi-courbe trace´e sur la surface.
Toute surface S plonge´e dans une varie´te´ de contact (V, ξ) he´rite d’un feuilletage
caracte´ristique note´ ξS et engendre´ par le champ singulier de droites ξ∩TS. Ce feuilletage
de´termine totalement le germe de ξ le long de S, a` isotopie de V pre´servant S et ξS pre`s.
Lorsque ξ et S sont oriente´es, ξS l’est aussi. Concre`tement, si ξ est le noyau de α et si ω
est une forme d’aire sur S, le feuilletage ξS est constitue´ des courbes inte´grales oriente´es
du champ de vecteurs η dont le produit inte´rieur avec ω est e´gal a` la 1-forme induite
par α sur S. Une singularite´ de ξS est un point de tangence entre ξ et S et a donc un
signe : elle est positive ou ne´gative selon que les orientations de ξ et S co¨ıncident ou
non. Ce signe est e´galement celui de la divergence de η. Les singularite´s de ξS sont aussi
appele´es points complexes de S. Un point complexe est dit elliptique (resp. hyperbolique)
si c’est une singularite´ isole´e de ξS qui est de type foyer (resp. selle), c’est-a`-dire d’indice 1
(resp. −1).
Soit S une surface compacte, oriente´e, plonge´e dans (V, ξ) et a` bord vide ou legendrien
– une courbe legendrienne est une courbe partout tangente a` ξ. On dit que S est ξ-convexe
si elle a un e´paississement
U = S ×R ⊃ S = S × {0}
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dans lequel l’action de R par translations (action engendre´e par le champ de vecteurs ∂t,
t ∈ R) pre´serve ξ. Un tel e´paississement U est dit homoge`ne.
Une surface ξ-convexe posse`de non seulement un e´paississement homoge`ne mais tout
un (( syste`me fondamental )) de tels voisinages. En d’autres termes, tout voisinage de S
contient un voisinage homoge`ne de S. En effet, si ν est la section de TV/ξ associe´e au
champ de vecteurs ∂t dans un e´paississement homoge`ne U = S × R, le fait que ∂S soit
legendrien assure que le champ de vecteurs de contact associe´ a` toute section du type fν,
ou` f est une fonction qui ne de´pend que de t, reste tangent a` ∂U = ∂S × R. En effet,
pour ξ = kerα et v = α(ν), si on cherche le champ de contact ∇α(fv) (de´fini dans la
section 1.1) sous la forme ∇α(fv) = f
∂
∂t
+X0, avec X0 ∈ ξ, cela re´sulte de la formule
iX0dα | ξ = −vdf | ξ.
La ξ-convexite´ est ainsi une proprie´te´ locale qui, pour peu que S ne touche pas ∂V ,
se lit directement sur le feuilletage caracte´ristique ξS comme explique´ ci-dessous.
On conside`re sur S un feuilletage singulier σ – famille des courbes inte´grales oriente´es
d’un champ de vecteurs – et une multi-courbe Γ – union finie de courbes ferme´es, simples
et disjointes. On dit que Γ est une courbe de de´coupage de σ (ou` de´coupe σ) si σ est
transversal a` Γ et est porte´ par un champ de vecteurs qui, sur chaque composante de
S \ Γ, ou bien dilate l’aire et sort le long de Γ, ou bien contracte l’aire et rentre le long
de Γ. Une telle courbe, si elle existe et si σ est tangent a` ∂S, est unique a` isotopie pre`s
parmi les courbes de de´coupage.
Le lemme qui suit est e´tabli dans [Gi1] pour les surfaces closes mais sa de´monstration
s’e´tend au cas des surfaces a` bord legendrien :
Lemme 1.2. Soit ξ une structure de contact sur V et S ⊂ Int(V ) une surface compacte,
oriente´e et a` bord legendrien. Pour que S soit ξ-convexe, il faut et il suffit que son feuil-
letage caracte´ristique ξS soit de´coupe´ par une multi-courbe. De plus, cette condition est
remplie de`s que les proprie´te´s suivantes sont satisfaites :
1. chaque demi-orbite de ξS a pour ensemble limite une singularite´ ou une orbite
ferme´e ;
2. les orbites ferme´es de ξS sont toutes hyperboliques ;
3. aucune orbite (oriente´e) de ξS ne va d’une singularite´ ne´gative a` une singularite´
positive.
Remarque 1.3. La dernie`re des trois proprie´te´s ci-dessus me´rite un commentaire : une
orbite de ξS qui va d’une singularite´ ne´gative a` une singularite´ positive est un arc legen-
drien sur S le long duquel ξ effectue globalement autour de S un demi-tour dans le sens
contraire des aiguilles d’une montre.
Soit S une surface compacte oriente´e plonge´e dans (V, ξ). Compte tenu du the´ore`me de
M. Peixoto qui affirme qu’un feuilletage singulier de S est ge´ne´riquement de type Morse-
Smale (et donc posse`de les proprie´te´s 1, 2 et 3), le lemme 1.2 ci-dessus montre [Gi1] que, si
S est close, on peut la rendre ξ-convexe en la perturbant par une isotopie arbitrairement
C∞-petite. De meˆme, si S est a` bord legendrien et si aucune orbite de ξS sur ∂S ne va
d’une singularite´ ne´gative vers une singularite´ positive (i.e. si, entre deux singularite´s
conse´cutives de signes contraires sur ∂S, le demi-tour que ξ fait autour de S s’effectue
globalement dans le sens des aiguilles d’une montre), on peut aussi la rendre ξ-convexe
en la de´plac¸ant par une isotopie relative au bord et arbitrairement C∞-petite.
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Soit maintenant L une courbe legendrienne trace´e sur S. On appelle nombre de
Thurston-Bennequin de L relatif a` S le nombre d’enroulement tb(L, S) ∈ 1
2
Z de ξ autour
de TS le long de L (si L est ferme´e, tb(L, S) ∈ Z), qui de´compte alge´briquement les
points complexes de S le long de L. On ve´rifie facilement que, quand S est ξ-convexe et
que les points extreˆmes de L sont complexes – si L n’est pas ferme´e –,
tb(L, S) = −1
2
Card(L ∩ Γ)
ou` Γ est une multi-courbe qui de´coupe ξS. En particulier, chaque composante de ∂S a
un invariant de Thurston-Bennequin ne´gatif ou nul. Inversement, si S est une surface
compacte a` bord legendrien et si chaque composante de ∂S a un nombre de Thurston-
Bennequin ne´gatif ou nul, une isotopie arbitrairement C0-petite, relative au bord et a`
support dans un voisinage aussi petit qu’on veut de ∂S, permet de perturber S en une
surface dont aucune orbite du feuilletage caracte´ristique sur le bord ne lie une singularite´
ne´gative a` une singularite´ positive. Une isotopie arbitrairement C∞-petite suffit ensuite
pour obtenir une surface ξ-convexe. La condition portant sur le signe des nombres de
Thurston-Bennequin des composantes de ∂S est en outre aise´e a` satisfaire au moyen
d’une isotopie, dite de stabilisation : pour toute courbe legendrienne L trace´e sur S, pour
tout point p ∈ L, pour tout voisinage N(p) de p dans V et pour tout n ∈ N, il existe une
isotopie (φt)t∈[0,1] de V a` support dans N(p) telle que φ1(L) soit une courbe legendrienne
et tb(φ1(L), φ1(S)) = tb(L, S)− n.
On suppose de´sormais que S est ξ-convexe. Le choix d’un e´paississement homoge`ne
U = S × R de´termine sur S une multi-courbe ΓU qui de´coupe ξS : elle est forme´e des
points de S ou` le vecteur ∂t, t ∈ R, appartient au plan ξ. De plus, toute multi-courbe qui
de´coupe ξS est le de´coupage associe´ a` un certain e´paisssissement homoge`ne. Le lemme
ci-dessous [Gi1] montre que la multi-courbe ΓU concentre en fait toute la ge´ome´trie de
contact de U :
Lemme 1.4. [Lemme de re´alisation de feuilletages] Soit S une surface ξ-convexe, U un
e´paississement homoge`ne de S et Γ le de´coupage de ξS associe´. Les feuilletages singuliers
de S tangents a` ∂S et de´coupe´s par Γ constituent un espace contractile. De plus, pour
tout feuilletage σ dans cet espace, il existe un plongement φ : S → U ayant les proprie´te´s
suivantes :
1. φ co¨ıncide avec l’inclusion sur ∂S ;
2. φ(S) ⊂ U = S × R est une surface transversale au champ de vecteurs ∂t, t ∈ R ;
3. φ∗σ est le feuilletage caracte´ristique de φ(S).
On note que, vu la proprie´te´ 2, U est un e´paississement homoge`ne de φ(S) et que le
de´coupage associe´ est l’intersection de φ(S) avec le cylindre Γ×R. En outre, φ est isotope
a` l’inclusion parmi les plongements S → U satisfaisant les conditions 1) et 2).
Un corollaire direct du lemme ci-dessus est le re´sultat suivant [Gi1, exemple II.3.7] :
Lemme 1.5. [Lemme de re´alisation legendrienne] Soit S une surface ξ-convexe, U un de
ses e´paississements homoge`nes, Γ la multi-courbe de de´coupage de ξS associe´ et C une
multi-courbe sur S transversale a` Γ et telle que chaque composante de S \C rencontre Γ.
Il existe un plongement φ : S → U ayant les proprie´te´s suivantes :
1. φ co¨ıncide avec l’inclusion sur ∂S ;
2. φ(S) ⊂ U = S × R est une surface transversale au champ de vecteurs ∂t, t ∈ R ;
3. φ(C) est legendrienne et son nombre de Thurston-Bennequin tb(φ(C), φ(S)) vaut
−1
2
Card(C ∩ Γ).
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1.3 Rocades legendriennes
Dans l’exploration d’une varie´te´ de contact (V, ξ), les rocades (bypasses) [Ho1] servent
a` pousser l’investigation ge´ome´trique au-dela` des domaines homoge`nes et a` analyser les
changements (chirurgies) e´le´mentaires que subit le de´coupage d’une surface ξ-convexe
quand on de´forme celle-ci par une grande isotopie. Elles jouent ainsi, en topologie de
contact, un roˆle comparable a` celui des disques de Whitney en topologie diffe´rentielle.
Une rocade (legendrienne) est un demi-disque H plonge´ dans (V, ξ) et ayant les pro-
prie´te´s suivantes :
– le bord de H est legendrien et H est ξ-convexe – en particulier, les plans TpH et ξp
co¨ıncident en chaque coin p de H ;
– l’enroulement de ξ autour de TH vaut −1 le long d’un des deux arcs de ∂H , arc
qu’on note ∂−H , et 0 le long de l’autre, qu’on note ∂∩H – l’invariant de Thurston-
Bennequin de ∂H est donc e´gal a` −1 et le de´coupage de ξH se re´duit a` un arc dont
les deux extre´mite´s se trouvent sur ∂−H .
Une rocade mate´rialise ainsi une isotopie entre deux arcs legendriens reliant les meˆmes
points, ∂−H et ∂∩H , le second arc e´tant (( plus court )) que le premier au sens ou` la valeur
absolue de l’enroulement de ξ y est moindre.
Le lemme ci-dessous est un cas particulier du lemme de re´alisation legendrienne 1.5.
Il permet de de´nicher une rocade a` chaque fois qu’une surface ξ-convexe S pre´sente, dans
son de´coupage Γ, un arc propre paralle`le au bord (on dit aussi ∂-paralle`le), c’est-a`-dire
bordant avec un arc de ∂S un demi-disque H0 dont l’inte´rieur est disjoint de Γ.
Lemme 1.6. Soit S une surface ξ-convexe a` bord legendrien lisse, U un e´paississement
homoge`ne de S et Γ le de´coupage de ξS associe´. On suppose d’une part que, si S est
un disque, Γ n’est pas connexe et d’autre part que l’adhe´rence d’une des composantes
connexes de S \ Γ est un demi-disque D dont un des arcs du bord est dans ∂S et l’autre
dans Γ. On note H un demi-disque voisinage de D dans S dont un arc du bord est dans
∂S et dont l’intersection avec Γ se re´duit a` l’arc D ∩ Γ. Il existe alors un plongement
φ : S → U ayant les proprie´te´s suivantes :
1. φ co¨ıncide avec l’inclusion sur ∂S ;
2. φ(S) ⊂ U = S × R est une surface transversale au champ de vecteurs ∂t, t ∈ R ;
3. φ(Γ) est l’intersection de φ(S) avec le cylindre Γ× R ⊂ U ;
4. φ(H) est une rocade legendrienne.
On de´crit maintenant l’attachement d’une rocade sur une surface ξ-convexe et son
effet sur le de´coupage de celle-ci [Ho1].
Soit S ⊂ V une surface ξ-convexe et H une rocade attache´e a` S, c’est-a`-dire ve´rifiant
les proprie´te´s suivantes :
– H s’appuie transversalement sur S le long de ∂−H et ne touche S nulle part ailleurs ;
– il existe un de´coupage Γ de S qui passe par les extre´mite´s de ∂−H (et automatique-
ment par le milieu de ∂−H).
On oriente S de fac¸on que H soit du coˆte´ positif et on note Nε le ε-voisinage de H prive´
de ce qui de´borde du coˆte´ ne´gatif de S. Alors, pour ε > 0 assez petit, il existe sur V un
champ de vecteurs de contact qui est transversal a` la surface (lisse par morceaux)
Adh
(
(S ∪ ∂Nε) \ (S ∩Nε)
)
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et rentrant dans le quadrant exte´rieur a` Nǫ [Ho1]. On peut donc lisser cette surface
transversalement audit champ de vecteurs pour obtenir une surface ξ-convexe S ′. Il existe
clairement une isotopie de S a` S ′ et, si on l’utilise pour identifier l’une a` l’autre ces
surfaces, on peut de´crire comme suit (a` isotopie pre`s) le de´coupage Γ′ de S ′ en fonction
du de´coupage Γ de S et de la base ∂−H deH . On prend sur S un carre´ R = [−1, 1]×[−1, 1]
(les coordonne´es e´tant compatibles avec l’orientation) qui contient ∂−H = [−1, 1]× {0}
et rencontre Γ selon les trois segments {−1, 0, 1} × [−1, 1]. La multi-courbe Γ′ s’obtient
a` partir de Γ en retirant les segments
{−1} × [0, 1], {0} × [−1, 1] et {1} × [−1, 0]
et en les remplac¸ant par
[−1, 0]× {1}, [−1, 1]× {0} et [0, 1]× {−1}.
On nomme cette ope´ration chirurgie de Γ le long de ∂−H . Dit autrement, si on regarde
plutoˆt le comple´mentaire du de´coupage comme un coloriage de la surface en deux couleurs,
le passage de S a` S ′ consiste a` faire tourner, dans le carre´ R, le coloriage d’un angle pi/2
sans le changer en dehors.
1.4 Modification de Lutz
La modification de Lutz, de´finie ci-apre`s, est une ope´ration qui consiste a` changer une
structure de contact au voisinage d’un tore transversal.
Soit ξ une structure de contact sur V et T un tore plonge´ dans V transversalement
a` ξ. On note
W = T × [−1, 1] ⊃ T = T × {0}
un voisinage tubulaire compact de T dont les fibres sont des arcs legendriens dans (V, ξ)
et on parame`tre T par R2/Z2. Ainsi, la structure de contact ξ admet dansW une e´quation
du type
cos θ(x, t) dx1 − sin θ(x, t) dx2 = 0, (x, t) ∈ R
2/Z2 × [−1, 1],
ou` la fonction θ : R2/Z2 × [−1, 1]→ S1 ve´rifie ∂tθ > 0 en tout point.
Pour tout entier n ≥ 0, soit ρn : [−1, 1] → S
1 = R/2piZ la projection d’une fonction
(faiblement) croissante [−1, 1] → R qui vaut 0 pre`s de −1 et npi pre`s de 1. La structure
de contact de´finie sur W par l’e´quation
cos
(
θ(x, t) + ρn(t)
)
dx1 − sin
(
θ(x, t) + ρn(t)
)
dx2 = 0, (x, t) ∈ R
2/Z2 × [−1, 1],
co¨ıncide avec ξ pre`s de T × {−1} et avec (−1)nξ pre`s de T × {1}. On peut donc la
prolonger par ξ en dehors de W pour obtenir une structure de contact ξn sur V mais
celle-ci n’est orientable que si n est pair ou si T se´pare V . Par convention, on prend alors
sur ξn l’orientation qui e´pouse celle de ξ pre`s de T × {1}. On dit que ξn est obtenue a`
partir de ξ par une modification de Lutz de coefficient n
2
le long de T .
Des calculs simples montrent que la classe d’isotopie de ξn ne de´pend que de n (et
pas du choix de W ou de ρn) tandis que sa classe d’homotopie dans l’espace des champs
de plans tangents est seulement fonction de la parite´ de n et est notamment e´gale a` celle
de ξ quand n est pair.
Les deux exemples suivants permettent d’e´clairer le roˆle joue´ par les modifications de
Lutz.
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– Une modification de Lutz le long d’un tore compressible dont le feuilletage car-
acte´ristique est une suspension (ou plus ge´ne´ralement pour lequel le champ de
droites trace´ par ξ sur T est homotope a` un champ constant dans la trivialisation
habituelle de T ∼= R2/Z2) donne toujours une structure de contact vrille´e.
– Soit T un tore dont le feuilletage caracte´ristique ξT est la re´union de deux com-
posantes de Reeb qui pointent dans la meˆme direction (en particulier le champ de
ses tangentes n’est pas homotope a` un champ de droites constant). Une modifica-
tion de Lutz de coefficient 1 le long de T donne une structure de contact conjugue´e
a` la structure initiale ξ par un twist de Dehn, et donc isotope a` ξ quand le tore est
compressible. Pour s’en convaincre, il suffit de constater que faire pivoter les tan-
gentes a` ξT d’un angle θ conduit a` un champ de droites dont le feuilletage inte´gral
se de´duit de ξT par une isotopie qui de´place les orbites pe´riodiques. Lorsque θ varie
entre 0 et 2pi, les positions successives prises par une orbite pe´riodique γ de ξT
forment un feuilletage de T .
1.5 Surfaces branche´es
Soit G0, G1, G2 les graphes respectifs dans R
3 = R2×R des fonctions f0, f1, f2 de´finies
sur R2 par
f0(x, y) = 0, f1(x, y) =
{
0 si x ≥ 0,
e1/x si x < 0,
et f2(x, y) = −f1(y, x).
On noteX l’intersection deG0∪G1∪G2 avec le demi-espace {x ≥ −1}. Un home´omorphisme
d’un ouvert U de X sur un autre est dit lisse si sa restriction a` chaque intersection U∩Gi,
0 ≤ i ≤ 2, est lisse comme application a` valeurs dans R3.
Une surface branche´e est un espace topologique X se´pare´, de type de´nombrable et
localement modele´ sur X par des cartes – c’est-a`-dire dont chaque point posse`de un
voisinage home´omorphe a` un ouvert de X – avec des changements de cartes lisses. On
nomme
– bord de X l’ensemble ∂X des points que les cartes appliquent dans l’intersection
X ∩ {x = −1} — cet ensemble est un graphe dote´ d’une tangente en tout point,
autrement dit un re´seau ferroviaire ;
– point triple tout point de X que les cartes envoient sur (0, 0, 0) ;
– point double tout point de X que les cartes appliquent dans X ∩ {xy = 0} sur un
point autre que (0, 0, 0) ;
– point re´gulier tout point de X qui n’est ni double ni triple.
Cette de´finition engendre une notion naturelle d’applications lisses d’une surface branche´e
dans une autre ou entre une surface branche´e et une varie´te´, d’ou` (par exemple) une notion
de courbes immerge´es dans une surface branche´e et de surfaces branche´es plonge´es dans
une varie´te´.
Les sous-ensembles X0, X1 et X2 constitue´s des points respectivement re´guliers, dou-
bles et triples forment une stratification de X. L’ensemble X0, qu’on note aussi Reg(X),
est appele´ partie re´gulie`re de X et son comple´mentaire Θ = X1 ∪ X2 le lieu singulier.
Ce lieu est une multi-courbe immerge´e a` points doubles ordinaires (les points triples de
X). L’ensemble X1 est de plus naturellement cooriente´ : par convention, son coˆte´ positif
est celui ou` X a un seul feuillet. La direction donne´e par cette coorientation est nomme´e
direction de branchement. Enfin, les composantes connexes de l’ensemble X0 = Reg(X)
sont appele´es strates re´gulie`res ou secteurs de Reg(X).
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1.6 Domaines fibre´s
Les surfaces branche´es apparaissent souvent, de fac¸on naturelle, comme des quotients
de varie´te´s – a` bord anguleux – par certains feuilletages de codimension 2.
A titre de premier exemple, on conside`re trois copies P0, P1 et P2 du plan R
2 et on
met sur leur union la relation d’e´quivalence engendre´e par les re`gles suivantes :
– un point (x0, y0) ∈ P0 est e´quivalent a` un point (x1, y1) ∈ P1 si et seulement si
x0 = x1, y0 = y1 et x0 ≤ 0 ;
– un point (x0, y0) ∈ P0 est e´quivalent a` un point (x2, y2) ∈ P2 si et seulement si
x0 = x2, y0 = y2 et y0 ≤ 0.
Le quotient de P0 ∪ P1 ∪ P2 par cette relation est une surface branche´e diffe´omorphe a`
l’union G0 ∪ G1 ∪ G2 des trois graphes de´crits au de´but de la partie pre´ce´dente (voir la
figure 1).
Bord horizontal
Bord
vertical
Fig. 1 – Surface branche´e et domaine fibre´.
Soit M une varie´te´ compacte, orientable, a` bord anguleux – en fait, ayant des areˆtes
lisses mais pas de coins – et munie d’un feuilletage τ en intervalles compacts. On dit que
M est un domaine fibre´ si ∂M est l’union de deux surfaces compactes lisses ∂hM et ∂vM
satisfaisant aux conditions suivantes :
– ∂hM est transversale au feuilletage τ tandis que ∂vM est tangente a` τ ;
– les surfaces ∂hM et ∂vM ont le meˆme bord – qui est la partie anguleuse de ∂M –
et chaque composante S de ∂vM a sur son bord des points ou` M est concave
(c’est-a`-dire modele´ non pas sur un quart mais sur trois quarts d’espace) ;
– chaque feuille de τ traverse au plus deux fois ∂vM .
Proposition 1.7. Le quotient X = M/τ est naturellement une surface branche´e sans
bord dont le lieu singulier est l’image des composantes S de ∂vM telles queM soit concave
pre`s de chaque point de ∂S.
De´monstration. Soit pi la projection M → X = M/τ . Pour tout point p ∈ X situe´
hors de pi(∂vM), on prend comme carte locale une transversale a` τ . Si p ∈ pi(∂vM) est
dans l’image d’une seule composante, on a deux cartes locales naturelles qui consistent a`
prendre des transversales a` τ le long d’une composante du bord ou le long de l’autre.
Lorsque les deux premie`res conditions sont re´alise´es, on peut toujours obtenir la
troisie`me, quitte a` perturber τ dans l’inte´rieur de M .
On observe que chaque composante connexe de ∂vM est feuillete´e par des intervalles
compacts transversaux au bord et est donc un anneau.
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De`s que X a des points triples, il n’existe aucun plongement φ : X → M qui soit une
section de la projection pi : M → X =M/τ . On peut cependant trouver des plongements
φs : X → M , s ∈ ]0, 1], transversaux a` τ qui sont des sections de pi en dehors du s-voisinage
du lieu singulier et ont la proprie´te´ que pi◦φs converge vers l’identite´ uniforme´ment quand
s tend vers 0. On dit alors souvent, pour s petit, que M est un (( voisinage fibre´ )) de
φs(X).
Une surface S ⊂ (M, τ) est porte´e par (M, τ) si elle est transversale a` τ . Elle est
pleinement porte´e lorsque de surcroˆıt elle rencontre toutes les fibres de τ .
2 Structures de contact et triangulations
Le but de cette partie est la de´monstration du re´sultat suivant :
The´ore`me 2.1. Soit V une varie´te´ close et oriente´e de dimension 3. Il existe dans V
un nombre fini de domaines fibre´s (Mi, τi) flanque´s chacun d’une structure de contact ζi
sur V \ Int(Mi) tels que toute structure de contact tendue sur V , a` isotopie pre`s et pour
un certain i, soit e´gale a` ζi hors de Mi et tangente a` τi dans Mi.
2.1 Triangulations de contact
Soit V une varie´te´ de dimension 3. Ce qu’on appelle triangulation de V , dans la suite,
est une de´composition simpliciale posse´dant les proprie´te´s de re´gularite´ suivantes :
– chaque simplexe de dimension 2 (ou moins) est lisse ;
– chaque simplexe de dimension 3 a, le long de ses areˆtes mais en dehors des sommets,
un angle d’ouverture strictement compris entre 0 et pi.
Si ∆ est une triangulation de V , on note ∆i, 0 ≤ i ≤ 3, son squelette de dimension i. En
outre, une isotopie de triangulations est un chemin de triangulations. Une telle isotopie
∆t se prolonge en une isotopie ambiante ψt de V qui n’est bien suˆr pas lisse en ge´ne´ral
mais se compose d’home´omorphismes dont les restrictions a` chaque 2-simplexe de ∆0 sont
lisses. On e´crira ∆t = ψt(∆0) pour dire que ∆t est l’image de ∆0 par ψt.
Toute triangulation lisse – c’est-a`-dire dont chaque simplexe est lisse [Wh] – est
e´videmment une triangulation au sens ci-dessus mais on aura besoin ici de triangula-
tions qui ne sont pas lisses.
De´finition 2.2 [Gi6]. Soit (V, ξ) une varie´te´ de contact de dimension 3. Une triangulation
de contact de (V, ξ) est une triangulation de V ve´rifiant les conditions suivantes (voir la
de´finition 2.3 pour la condition de convexite´ relative) :
1. les 1-simplexes sont des arcs legendriens ;
2. les 2-simplexes sont ξ-convexes et relativement ξ-convexes ;
3. les 3-simplexes sont contenus dans des cartes de Darboux2.
Une telle triangulation n’est pas lisse car les areˆtes issues d’un sommet p quelconque sont
toutes tangentes au meˆme plan, a` savoir le plan de contact ξp.
On appelle nombre de Thurston-Bennequin d’une triangulation de contact ∆ de (V, ξ)
l’entier
TB(∆) = TB(∆, ξ) = −
∑
F
tb(∂F ),
2Cette condition est automatiquement remplie quand la structure de contact ξ est tendue puisque,
d’apre`s [El2], toute boule munie d’une structure de contact tendue se plonge dans l’espace de contact
standard.
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la sommation se faisant sur tous les 2-simplexes F . Comme tb(∂F ) ≤ −1 pour tout F
(d’apre`s l’ine´galite´ de Bennequin), l’entier TB(∆) est positif et au moins e´gal au nombre
de 2-simplexes de ∆.
Une triangulation de contact ∆ de (V, ξ) sera dite minimale si elle a le plus petit nom-
bre de Thurston-Bennequin parmi les triangulations de contact obtenues en de´formant
∆ par une isotopie a` support compact et relative a` un voisinage des sommets.
On explicite maintenant la condition technique de ξ-convexite´ relative qui, en pratique,
est aussi facile a` re´aliser que la ξ-convexite´ ordinaire :
De´finition 2.3. Soit (V, ξ) une varie´te´ de contact et ∆ une triangulation de V dont le
1-squelette est legendrien. Soit G un 3-simplexe, F0, F1 deux faces de G et a leur areˆte
commune. On oriente F1 comme partie de ∂G et a comme partie de ∂F1. On dira que F0
et F1 sont ξ-indiscipline´es le long d’un arc (oriente´) [p, q] ⊂ a si ξ est tangent a` F0 en p,
a` F1 en q et n’est un hyperplan d’appui de G en aucun point de ]p, q[
3. On dit que les
2-simplexes de ∆ sont relativement ξ-convexes si aucun 3-simplexe ne posse`de de faces
ξ-indiscipline´es le long d’un arc de leur areˆte commune.
On rappelle (cf. section 1.1) qu’un ensemble X de structures de contact tendues sur
une varie´te´ V close et oriente´e est dit complet s’il repre´sente toutes les classes d’isotopie
dans SCT (V ). Le point de de´part de cette e´tude est la proposition suivante, variante
d’un re´sultat de [Gi6] servant a` construire des livres ouverts adapte´s aux structures de
contact :
Proposition 2.4. Sur toute varie´te´ close et oriente´e V de dimension 3, il existe un
ensemble complet X de structures de contact tendues et une triangulation ∆ ayant les
proprie´te´s suivantes :
1. toutes les structures de contact de X co¨ıncident – comme champs de plans non
oriente´s – sur un voisinage des sommets de ∆ ;
2. ∆ est une triangulation de contact minimale de (V, ξ) pour tout ξ ∈ X .
De plus, on peut choisir ∆ isotope a` n’importe quelle triangulation lisse fixe´e de V .
Avant de de´montrer cette proposition, on traite le cas d’une seule structure de contact :
Lemme 2.5. Soit (V, ξ) une varie´te´ de contact de dimension 3. Si la structure ξ est
tendue, toute triangulation lisse de V est isotope a` une triangulation de contact de (V, ξ).
De´monstration. Soit ∆0 une triangulation lisse de V . La possibilite´ de de´former ∆0 par
isotopie en une triangulation de contact ∆1 de (V, ξ) tient avant tout au fait qu’on peut
de´former chaque areˆte de ∆0 en un arc legendrien par une isotopie relative a` ses extre´mite´s
– et arbitrairement C0-petite. Il faut toutefois un peu de soin aux sommets pour garantir
la diffe´rentiabilite´ du prolongement aux 2-simplexes.
En chaque sommet s, on se donne une projection dpis : TsV → ξs dont le noyau
est transversal aux plans tangents des 2-simplexes en s et qui envoie les tangentes aux
areˆtes sur des droites distinctes. Sur un voisinage compact convenable N(s), il existe des
coordonne´es (x, y, z) ∈ D2 × [−1, 1] centre´es en s dans lesquelles dpis est la de´rive´e de la
projection pis : (x, y, z) 7→ (x, y) et ξ a pour e´quation dz + x dy − y dx = 0. Par ailleurs,
pour N(s) assez petit, pis induit un plongement sur le 1-squelette et sur chaque 2-simplexe
de ∆0. On de´forme ∆0 dans N(s) comme suit (voir l’exemple 2.6) :
3Un tel arc ]p, q[ est, en quelque sorte, une orbite de ξ ∂G qui va d’une singularite´ ne´gative a` une
singularite´ positive (voir la remarque 1.3).
13
– les areˆtes de ∆1 sont les arcs legendriens sur lesquels les areˆtes de ∆0 se projettent ;
– les faces de ∆1 sont des graphes au-dessus ou en-dessous de celles de ∆0 ;
– les areˆtes et les faces des triangulations interme´diaires ∆t, pour tout t ∈ [0, 1], sont
obtenues en prenant l’isotopie barycentrique verticale au temps t entre les areˆtes et
les faces de ∆0 et celles de ∆1.
Moyennant quelques petites pre´cautions dans la mise en place des 2-simplexes de ∆1, les
angles die´draux de ses 3-simplexes dans N(s) sont compris strictement entre 0 et pi en
dehors de s et il en va alors de meˆme pour les angles die´draux des 3-simplexes de chaque
∆t, t ∈ [0, 1]. On a ainsi fabrique´ les triangulations ∆t voulues pre`s des sommets.
On choisit ensuite une isotopie ∆1t du 1-squelette de ∆0 qui prolonge celle construite
dans les cartes N(s), est lisse en dehors et aboutit a` un graphe legendrien ∆11. Dans
V ′ = V \
⋃
Int(N(s)), cette isotopie s’e´tend en une isotopie ambiante lisse ψt engendre´e
par un champ qui, sur le bord late´ral ∂|N(s) = (∂D
2)× [−1, 1] de chacun des voisinages
N(s) = D2× [−1, 1], est un multiple du champ ∂z. Les images ψt(∆
2
0∩V
′) du 2-squelette
ne se recollent pas a priori aux 2-simplexes baˆtis dans N(s) mais les arcs qu’ils tracent
sur les anneaux ∂|N(s) sont des graphes au-dessus de ceux trace´s par les 2-simplexes dans
N(s) (pour la projection pis). Une de´formation de ψt(∆
2
0 ∩ V
′) pre`s des anneaux ∂|N(s)
et laissant fixe le 1-squelette ∆1t permet alors de le recoller aux 2-simplexes de ∆t dans
N(s). On a ainsi modifie´ ∆0, par l’isotopie ∆t, t ∈ [0, 1], en une triangulation ∆1 dont
les 1-simplexes sont des arcs legendriens. De plus, comme ξ est tendue, les 3-simplexes
sont tous inclus dans des cartes de Darboux.
Quitte a` de´croˆıtre le nombre de Thurston-Bennequin du bord des 2-simplexes de ∆1
(par stabilisation), on peut, dans la construction pre´ce´dente, choisir l’isotopie de graphes
∆1t de sorte que, le long de chaque areˆte de ∆1, l’enroulement de ξ autour d’une face
quelconque soit ne´gatif ou nul. Ceci permet de de´former ∆1, par une isotopie ambiante
lisse de V relative au 1-squelette et a` un voisinage des sommets, pour que ξ ne fasse
aucun demi-tour inverse´ par rapport a` une face le long d’une areˆte de son bord. Par le
meˆme principe, on e´limine tous les arcs d’areˆtes le long desquels deux faces adjacentes
sont ξ-indiscipline´es. Les 2-simplexes sont alors relativement ξ-convexes et on les rend
ξ-convexes par une ultime petite perturbation de ∆1 – toujours stationnaire sur le 1-
squelette et un voisinage des sommets. On obtient ainsi une triangulation de contact ∆2
de (V, ξ) isotope a` ∆0. Enfin, puisque les triangulations de contact de (V, ξ) qui sont
isotopes a` ∆2 relativement a` un voisinage des sommets ont un nombre de Thurston-
Bennequin minore´, l’une d’elles est minimale.
Exemple 2.6. Si une face F0 de la triangulation initiale ∆0 se projette sur le quadrant
Q = {x ≥ 0, y ≥ 0} – ce qui est toujours le cas quitte a` prendre d’autres coordonne´es de
Darboux –, la face F1 correspondante dans la triangulation de contact ∆1 a une e´quation
du type z = xyu(x, y) et son point complexe a` l’origine est hyperbolique si |u(0, 0)| > 1
et elliptique si |u(0, 0)| < 1. On ne peut donc pas choisir arbitrairement la nature des
points complexes que les faces de ∆1 pre´sentent en leurs sommets (si deux areˆtes de ∆0
issues de l’origine se projettent par exemple a` l’inte´rieur du quadrant Q et se trouvent de
part et d’autre de F0, le point complexe de F1 ne peut eˆtre hyperbolique) mais on peut
faire en sorte qu’ils soient tous elliptiques.
De´monstration de la proposition 2.4. Soit ξ0 une structure de contact tendue et ∆0 une
triangulation de contact minimale de (V, ξ0) (lemme 2.5). Soit N =
⋃
N(s) un voisinage
compact du 0-squelette de ∆0 dont chaque composante connexe est une carte de Darboux
N(s) = D2 × [−1, 1] autour d’un sommet s. On prend les domaines N(s) assez petits
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pour que leur intersection avec chaque 2-simplexe de ∆0 soit un graphe au-dessus de sa
projection sur D2 et e´vite D2 × {±1}. Toute structure de contact sur V est isotope a`
une structure ξ qui co¨ıncide avec ξ0 sur N . Pour peu que ξ soit tendue, le lemme 2.5
(ou plus exactement sa preuve) montre que (V, ξ) posse`de une triangulation de contact
(minimale) ∆ isotope a` ∆0 relativement a` N . Par une isotopie lisse ψt de V stationnaire
sur N , on de´forme ∆0 en une triangulation ∆1 = ψ1(∆0) qui a le meˆme 1-squelette que ∆
et des 2-simplexes tous ξ-convexes4 et relativement ξ-convexes (voir la preuve du lemme
2.5). Comme ξ est tendue, ∆1 est une triangulation de contact minimale de (V, ξ). Par
conse´quent, ∆0 est une triangulaton de contact minimale de (V, ψ
∗
1ξ), ce qui e´tablit la
proposition.
En pratique, les triangulations de contact minimales s’ave`rent trop rigides. Il est no-
tamment difficile d’appliquer aux 2-simplexes les lemmes de re´alisation de feuilletages car-
acte´ristiques sans cre´er d’intersections inde´sirables entre eux pre`s des sommets. Pour cette
raison, on introduit maintenant une notion de triangulations de contact (( maniables ))
pour laquelle on donne une variante de la proposition 2.4.
De´finition 2.7. Soit (V, ξ) une varie´te´ de contact de dimension 3. Une triangulation de
contact ∆ de (V, ξ) est dite maniable si chaque simplexe F de dimension 2 e´corne´ de
trois triangles aux sommets est un hexagone HF a` bord legendrien et ξ-convexe, et si,
pour toute areˆte a, l’enroulement de ξ autour de F le long de l’arc r(a) = a \ Int(Λ),
Λ =
⋃
F (F \HF ), est strictement ne´gatif. (Noter que cet arc n’est, en ge´ne´ral, qu’un
morceau d’areˆte de HF mais pas une areˆte entie`re.) Dans le 2-squelette de ∆, l’ensemble
Λ =
⋃
F (F \HF ) est un voisinage des sommets qu’on nomme voisinage de se´curite´.
On dit que ∆ est Λ-minimale si elle a le plus petit nombre de Thurston-Bennequin
parmi toutes les triangulations de contact maniables de (V, ξ) ayant Λ pour voisinage
de se´curite´. Dit autrement en faisant porter la de´formation sur ξ, la triangulation ∆ est
Λ-minimale si pour toute structure ξ′ isotope a` ξ relativement a` Λ et pour laquelle ∆ est
une triangulation de contact maniable, TB(∆, ξ′) ≥ TB(∆, ξ). On note ΛF (s) le triangle
de Λ inclus dans la face F et contenant le sommet s, et Λ(s) la re´union des triangles de
Λ contenant s.
Proposition 2.8. Sur toute varie´te´ close et oriente´e V de dimension 3, il existe un
ensemble complet X de structures de contact tendues et une triangulation ∆ ayant les
proprie´te´s suivantes :
– toutes les structures de contact de X co¨ıncident – comme champs de plans non
oriente´s – sur un voisinage U des sommets de ∆ ;
– ∆ est, pour tout ξ ∈ X , une triangulation de contact maniable de (V, ξ) dont le
voisinage de se´curite´ Λ est fixe et contenu dans U et qui est Λ-minimale.
De´monstration de la proposition 2.8. Soit ξ0 une structure de contact tendue et ∆ une
triangulation de contact de (V, ξ0) (le lemme 2.5 montre qu’il en existe). On reprend les
notations de la preuve du lemme 2.5. Dans chaque petite bouleN(s) centre´e en un sommet
s de ∆, on de´croˆıt localement, par une isotopie de stabilisation, le nombre de Thurston-
Bennequin de chaque areˆte a issue de s afin que, dans N(s), celui-ci soit strictement
ne´gatif et que ξ0 imprime dans N(s) un point singulier sur toute face adjacente a` a.
Dans cette situation, on peut tracer sur chaque face F de sommet s un arc γF,s inclus
dans F ∩ N(s), tangent a` ξ en ses extre´mite´s et de´limitant un triangle ΛF (s) dans F .
Par approximation legendrienne, on est alors en mesure d’effectuer une isotopie de ξ0
4On utilise ici le fait que la ξ-convexite´ est une proprie´te´ a` la fois dense et ouverte.
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a` support dans un voisinage de
⋃
F,s γF,s et relative au 1-squelette de ∆ pour que γF,s
devienne un arc legendrien d’invariant de Thurston-Bennequin relatif a` F infe´rieur a` −1.
La re´union des arcs γF,s de´coupe les areˆtes de ∆ en un certain nombre d’arcs legendriens.
Quitte a` stabiliser chacun de ces arcs, on se rame`ne au cas ou`, pour toute face F , ils ont
tous un nombre de Thurston-Bennequin relatif a` F infe´rieur a` −1. Une isotopie a` support
dans un voisinage du 1-squelette permet ensuite d’e´viter tous les demi-tours inverse´s le
long des areˆtes ainsi que des arcs γF,s. On rend alors les faces ξ0-convexes et relativement
ξ0-convexes a` l’aide d’une isotopie relative a` ∆
1 et aux arcs γF,s. La triangulation ∆ est
de contact et maniable pour (V, ξ0) relativement au voisinage de se´curite´ Λ =
⋃
F,sΛF (s).
La proposition 2.4 permet maintenant d’isotoper toute structure ξ sur une structure ξ′
qui co¨ıncide avec ξ0 le long de Λ et qui a ∆ pour triangulation de contact. Le proce´de´ de
stabilisation fournit une isotopie de ξ′ relative a` Λ qui donne aux trois coˆte´s de l’hexagone
HF inclus dans ∂F des nombres de Thurston-Bennequin relatifs infe´rieurs a` −1. On fait
meˆme en sorte que les arcs r(a) = a \ Λ ⊂ a aient un invariant de Thurston-Bennequin
relatif a` toute face adjacente infe´rieur a` −1
2
. La triangulation ∆ est donc maniable pour
ξ′ et a Λ comme voisinage suˆr. Comme dans le lemme 2.5, on peut e´galement la supposer
Λ-minimale. L’ensemble X est constitue´ du choix d’une structure Λ-minimale pour ∆
dans chaque classe d’isotopie de structures tendues.
Dans toute la suite du texte, on de´signe par X un syste`me complet de structures de
contact tendues sur V et par ∆ une triangulation de V tels que ∆ soit une triangulation
de contact maniable et Λ-minimale pour toute structure ξ ∈ X , ou` Λ est un voisinage de
se´curite´ fixe le long duquel toutes les structures de X co¨ıncident.
2.2 Proprie´te´s des triangulations de contact minimales
On commence par une proprie´te´ valable pour toutes les triangulations de contact.
Lemme 2.9. Si ∆ est une triangulation de contact pour (V, ξ), pour toute face F ∈ ∆2,
aucune composante de la courbe de de´coupage ΓF (ξ) n’est un cercle.
De´monstration. Cette absence de courbes ferme´es vaut en fait pour le de´coupage de toute
surface ξ-convexe autre qu’une sphe`re et au voisinage de laquelle ξ est tendue. Or chaque
3-simplexe de ∆ est inclus dans une carte de Darboux donc, a fortiori, ξ est tendue au
voisinage de F . (Si une composante de ΓF e´tait un cercle, le lemme de re´alisation de
feuilletages permettrait de faire apparaˆıtre un disque vrille´.)
Soit (V, ξ) une varie´te´ de contact tendue de dimension 3 munie d’une triangulation de
contact ∆ maniable et Λ-minimale, ou` Λ est son voisinage de se´curite´. Pour une areˆte a
de ∆, on rappelle que r(a) = a \ Λ et que HF est l’hexagone F \ (
⋃
1≤i≤3 Int(ΛF (si))).
Soit F une face de ∆. On dira qu’une composante Γ de ΓHF (ξ) est extre´male si un
des deux points p de ∂Γ appartient a` un arc r(a), ou` a est une areˆte de F , ne peut pas
eˆtre pousse´ en dehors de r(a) par une isotopie de Γ parmi les courbes transversales a` ξF
(autrement dit il y a des singularite´s de ξF entre p et les extre´mite´s de r(a)) et est le plus
proche d’une des extre´mite´s de r(a) parmi les points de ΓHF (ξ) ∩ r(a) qui posse`dent ces
proprie´te´s. En particulier, pour un certain choix de ΓHF (ξ), un point de Γ∩r(a) est effec-
tivement extreˆme. La multicourbe ΓHF (ξ) contient au plus six composantes extre´males.
Lemme 2.10. Si ξ est une structure de contact tendue sur V et si ∆ est une triangulation
de contact maniable et Λ-minimale pour ξ, alors toute composante du de´coupage ΓHF (ξ)
paralle`le a` r(a) est extre´male.
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De´monstration. On suppose qu’une composante de ΓHF (ξ) paralle`le a` r(a) n’est pas
extre´male. Ceci signifie en particulier que l’enroulement de ξ le long de r(a) relative-
ment a` F est infe´rieur a` −2. Le lemme de re´alisation 1.6 permet, par une isotopie de HF
relative a` un voisinage de ∂HF \ r(a) et de support inclus dans un petit voisinage ho-
moge`ne de HF , de de´former HF en une surface H
′
F qui contient une rocade D s’appuyant
sur r(a) (c’est-a`-dire que ∂−D ⊂ r(a) et Int(∂∩D) ⊂ Int(H
′
F )). La surface HF \D, une
fois les coins de D lisse´s, est un hexagone H ′F a` bord legendrien qui est ξ-convexe et iso-
tope a` HF . Par construction, tb(H
′
F ) = tb(HF )+1. L’isotopie entre HF et H
′
F se prolonge
en une isotopie (φt)t∈[0,1] de V a` support dans un voisinage de D et donc stationnaire
sur Λ. Le 1-squelette de ∆ est legendrien pour ξ′ = φ∗1ξ et l’arc r(a) posse`de un nombre
de Thurston-Bennequin relatif aux faces adjacentes infe´rieur ou e´gal a` −1
2
(et meˆme a`
−1 relativement a` F ) et strictement supe´rieur a` celui donne´ par ξ. Une isotopie de ξ′
relative au 1-squelette de ∆ et a` Λ permet de rendre les faces ξ′-convexes et relativement
ξ′-convexes. Elle fait de ∆ une triangulation de contact maniable pour la nouvelle struc-
ture ξ′′. Ce faisant, on a strictement diminue´ le nombre de Thurston-Bennequin et donc
∆ n’e´tait pas Λ-minimale pour ξ.
Si F est un 2-simplexe de ∆, un quadrilate`re fibre´ dans F est un quadrilate`re [0, 1]×[0, 1] ⊂ F
dont l’intersection avec ∂F est l’union des deux areˆtes verticales {0}× [0, 1] et {1}× [0, 1],
celles-ci se trouvant a` l’inte´rieur de deux areˆtes distinctes de F . Un arc simple et propre
A ⊂ F est porte´ par un quadrilate`re fibre´ Q s’il est inclus dans Q \ {y = 0, 1} et s’il est
transversal au champ de vecteurs ∂y.
Soit (V, ξ) une varie´te´ de contact tendue de dimension 3 et ∆ une triangulation de
contact de (V, ξ). Pour toute face F de ∆, on note ΓF le de´coupage de ξF associe´ a` un
e´paississement homoge`ne quelconque de F . On appelle pie`ce de F l’adhe´rence de toute
composante connexe de F \ ΓF et on dit qu’une pie`ce est ordinaire ou extraordinaire
selon que c’est ou non un quadrilate`re fibre´. On insiste ici sur le fait qu’on ne fixe pas
l’e´paississement homoge`ne une fois pour toutes et qu’on s’autorise donc des isotopies de
ΓF parmi les multi-courbes transversales a` ξF .
Corollaire 2.11. Soit X un syste`me complet de structures de contact tendues sur V
et ∆ une triangulation de V qui est maniable et Λ-minimale pour tout ξ ∈ X , avec un
voisinage de se´curite´ Λ fixe le long duquel toutes les structures de X co¨ıncident. Il existe
C0 > 0 tel que, pour tout ξ ∈ X , toute face F de ∆ contienne trois quadrilate`res fibre´s
Q1, Q2, Q3 deux a` deux disjoints, s’appuyant sur des paires d’areˆtes de F distinctes et
inclus dans HF \ Λ (en particulier, pour i ∈ {1, 2, 3}, les areˆtes verticales de Qi sont
incluses dans
⋃
a⊂∆1 r(a)), avec les proprie´te´s suivantes :
– chaque Qi est une union de pie`ces ordinaires ;
– au plus C0 pie`ces du de´coupage de ξF ne sont pas incluses dans Q1 ∪Q2 ∪Q3.
De´monstration. Il de´coule du lemme 2.10 que les pie`ces ordinaires qui n’intersectent pas
Λ forment trois quadrilate`res fibre´s (( non paralle`les )). Vu le lemme 2.9, restent comme
pie`ces au plus six demi-disques extre´maux, une pie`ce (( centrale )), et des pie`ces qui rencon-
trent Λ et dont le nombre est donc borne´ inde´pendemment de ξ ∈ X (voir la figure 2).
2.3 Prismes fibre´s
Soit Y un triangle ou un quadrilate`re. Un prisme fibre´ est un polye`dre P = Y × [0, 1]
dont on ne retient de la structure produit que la projection sur Y . Les faces de P sont dites
verticales ou horizontales selon qu’elles se trouvent dans ∂Y × [0, 1] ou dans Y × {0, 1}.
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Q1 Q2
Q3
HF
ΓF
Fig. 2 – Le de´coupage de F et HF .
Soit ∆ une triangulation de V . Un prisme fibre´ dans (V,∆) est un plongement d’un
prisme fibre´ P dans V avec les proprie´te´s suivantes :
– P est contenu dans un 3-simplexe G de ∆ et son intersection avec ∂G est l’union
de ses faces verticales ;
– chaque face verticale de P est un quadrilate`re fibre´ d’une face de G.
Un 3-simplexe donne´ contient au plus cinq prismes fibre´s deux a` deux disjoints et non
isotopes parmi les prismes fibre´s. Il y a, a` isotopie pre`s parmi les prismes fibre´s, trois telles
familles de cinq prismes fibre´s : chacune d’elle posse`de quatre prismes a` base triangulaire,
situe´s pre`s des sommets, et un prisme de base quadrilate´rale, situe´ en diagonale.
Une configuration de prismes fibre´s dans (V,∆) est la donne´e d’une collection de
prismes fibre´s P = (Pi)1≤i≤k de (V,∆) qui intersecte chaque 3-simplexe de ∆ en une
sous-famille de l’une des trois familles maximales de cinq prismes pre´ce´dentes et telle que
l’intersection entre deux prismes Pi 6= Pj de P donne soit un quadrilate`re fibre´ (avec
concordance des fibrations donne´es de part et d’autre), soit un arc d’inte´rieur non vide
inclus dans une areˆte de ∆, soit l’ensemble vide. Dans le premier cas, les prismes Pi et
Pj sont contenus dans des 3-simplexes qui ont une face en commun et dans le deuxie`me
cas, dans des 3-simplexes qui ont une areˆte commune.
Lemme 2.12. Toute varie´te´ triangule´e (V,∆) posse`de un nombre fini de configurations
de prismes fibre´s, a` isotopie pre`s parmi les configurations de prismes fibre´s.
Une configuration de prismes fibre´s P est dite admissible pour ξ ∈ X si les faces
verticales des prismes de la famille P sont des unions de pie`ces ordinaires qui ne rencon-
trent pas Λ. Pour ξ ∈ X , on note P∆,ξ l’ensemble des configurations de prismes fibre´s
admissibles pour ξ. On munit les classes d’isotopies de prismes fibre´s dans P∆,ξ d’une
relation d’ordre partiel : si P,Q ∈ P∆,ξ repre´sentent des classes d’isotopies [P ] et [Q], on
dit que [P ]  [Q] s’il existe une isotopie de P dans P∆,ξ en P
′ ⊂ Q.
Lemme 2.13. Pour ξ ∈ X fixe´e, les classes d’isotopie de P∆,ξ sont en nombre fini.
De´monstration. Il suffit d’observer qu’un e´le´ment de P∆,ξ est de´termine´, a` isotopie pre`s
dans P∆,ξ, par la classe d’isotopie de ses areˆtes horizontales parmi les arcs transversaux
aux feuilletages caracte´ristiques des faces. Or toute areˆte horizontale incluse dans une face
F est isotope a` une composante de ΓF (ξ), ce qui donne un nombre fini de classes d’isotopie
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possibles pour chaque areˆte horizontale, mais e´galement pour leur collection.
Les sous-sections suivantes sont consacre´es a` la de´monstration du lemme fondamental
ci-dessous :
Lemme 2.14. Soit X un ensemble complet de structures de contact tendues sur V et ∆
une triangulation de V qui est maniable et Λ-minimale pour tout ξ ∈ X , avec un voisinage
de se´curite´ Λ fixe le long duquel toutes les structures de X co¨ıncident. Il existe C1 > 0 tel
que pour tout ξ ∈ X , et pour tout e´le´ment P = (Pi)1≤i≤n de P∆,ξ dont la classe d’isotopie
est maximale, au plus C1 pie`ces des faces de ∆ ne sont pas incluses dans Int(
⋃
1≤i≤n Pi).
Remarque 2.15. Quitte a` conside´rer des sous-familles de prismes P des e´le´ments maxi-
maux de P∆,ξ et a` augmenter la valeur de C1, on peut e´galement assurer que chaque face
verticale des prismes de P contient au moins 20 pie`ces (ordinaires).
2.3.1 Une premie`re normalisation des faces
Pour toute areˆte a de ∆, on note s(a) =
⋃
F⊃a(a ∩HF ).
Lemme 2.16. Quitte, pour tout ξ ∈ X , a` effectuer une isotopie de ξ, on peut supposer
que, si ξ ∈ X :
1. ∆ est une triangulation de contact maniable et Λ-minimale pour ξ ;
2. pour toute areˆte a ⊂ ∆1, il existe un germe de feuilletage Fa au voisinage de s(a)
par des arcs paralle`les a` s(a), s(a) e´tant une feuille, qui est tangent au germe des
faces adjacentes a` s(a) et qui est legendrien pour tout ξ ∈ X ;
3. pour toute face F et pour toute pie`ce ordinaire R incluse dans F \ Λ,
ξ|R = {sin θdx+ cos θdy = 0}
si R ≃ {y = 0} ⊂ {(x, y, θ) ∈ [0, 1] × [−1, 1] × [−pi/2, pi/2]}. En particulier, le
feuilletage caracte´ristique de R posse`de une courbe de singularite´s {y = 0, θ = 0}
porte´e par R.
De´monstration. La deuxie`me condition n’est a priori pas re´alise´e dans le voisinage de
se´curite´ Λ. Pour de´montrer ce lemme, on reprend la de´monstration de la proposition 2.8,
dans laquelle on exige une proprie´te´ supple´mentaire pour la structure ξ0 : on de´forme
ξ0 par isotopie a` l’aide du lemme de Darboux pour obtenir le point 2. C’est possible
sans stabilisation supple´mentaire puisque tous les enroulements relatifs aux faces sont
ne´gatifs. On de´roule la preuve de la proposition 2.8 pour cette structure ξ0, dont on
de´duit la construction d’un syste`me complet X convenable. Pour une structure ξ ∈ X
quelconque, on a alors 2 au voisinage de s(a) ∩ Λ ou` ξ = ξ0. Le lemme de Darboux,
applique´ a` ξ ∈ X au voisinage d’une areˆte a relativement a` ce qui a de´ja` e´te´ fait au
voisinage de Λ, fournit une isotopie de ξ stationnaire sur Λ qui conduit a` une structure,
note´e a` nouveau ξ, qui posse`de e´galement un feuilletage legendrien par des arcs paralle`les
a` s(a) et tangent aux faces pre`s de s(a).
Pour obtenir un germe de feuilletage legendrien inde´pendant de ξ ∈ X , on se sert du
fait que le nombre de Thurston-Bennequin relatif a` toute face F contenant a le long de
r(a) est infe´rieur a` −1
2
, ce pour tout ξ ∈ X . Pre´cise´ment, sur un voisinage K de s(a), ξ
est solution d’une e´quation cos f0(x, y, θ)dx− sin f0(x, y, θ)dy = 0 dans des coordonne´es
(x, y, θ) ∈ D2×[0, 1], s(a) = {x = y = 0}, donne´es par un plongement φ0 : D
2×[0, 1]→ V
et pour lesquelles les faces sont ∂θ-invariantes. On de´forme le feuilletage legendrien dirige´
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par ∂θ sur un petit voisinage de s(a) dans K relativement a` ∂K tout en pre´servant les
faces, pour le faire co¨ıncider avec le feuilletage donne´ par ξ0 tout pre`s de s(a). On obtient
ainsi une isotopie (φt)t∈[0,1] de φ0 pour laquelle φ1∗∂θ est tangent a` ξ0 pre`s de s(a) et
φt|∂K = φ0|∂K pour tout t ∈ [0, 1]. A` chaque instant t ∈ [0, 1], la structure φ
∗
t ξ est donne´e
pre`s de D2 × {0, 1} par une e´quation cos ft(x, y, i)dx − sin ft(x, y, i)dy = 0, i = 0, 1,
ou` ft de´pend continuˆment de t ∈ [0, 1]. Le fait que l’enroulement de ξ le long de s(a)
par rapport a` une face quelconque d’areˆte a soit infe´rieur a` −1
2
implique que pour tout
t ∈ [0, 1], ft(x, y, 1) > ft(x, y, 0). On peut donc e´tendre ft en une famille continue de
fonctions sur D2 × [0, 1] constamment e´gale a` f pre`s du bord avec la proprie´te´ ∂θft > 0.
L’e´quation cos ft(x, y, θ)dx − sin ft(x, y, θ)dy = 0 de´finit une structure de contact sur
D2 × [0, 1], dont l’image par φt se recolle a` ξ hors de K pour former un chemin de
structures de contact entre ξ et une structure ξ′ tangente au meˆme feuilletage legendrien
que ξ0 pre`s des areˆtes. Le the´ore`me de Gray convertit ce chemin en une isotopie de V
stationnaire sur (V \K) ∪∆1.
On obtient 3 relativement a` la de´formation de´ja` effectue´e pre`s des areˆtes a` l’aide du
lemme de re´alisation de feuilletages.
Dans la suite, le syste`me X qu’on conside`re posse`de, en plus des pre´ce´dentes, les
proprie´te´s explicite´es dans les conclusions du lemme 2.16.
2.3.2 Holonomie
Soit G un 3-simplexe dans une varie´te´ de contact (V, ξ). Un arc legendrien de classe
C1 par morceaux γ1 : [0, 1] → ∂G qui e´vite les sommets de G est dit e´tal si le champ
de plans ξ est un plan d’appui a` ∂G le long de γ1. Pre´cise´ment, γ1 intersecte l’inte´rieur
de chaque face le long d’une ligne singulie`re de son feuilletage caracte´ristique et, le long
d’une areˆte, ξ est a` l’(( exte´rieur )) de G.
Une courbe d’holonomie est une courbe legendrienne γ dans ∂G constitue´e de la
concate´nation de deux arcs γ1 et γ2, ou` γ1 est e´tal et γ2 inclus dans une areˆte de G.
On appelle champ de plans me´dian de G le long de γ2, tout champ de plans tangent
a` γ2 qui rencontre l’inte´rieur du secteur de Tγ2V de´limite´ par G, c’est-a`-dire qui n’est
un plan d’appui en aucun point de γ2. L’holonomie Hol(γ) d’une courbe d’holonomie γ
est un entier dont la valeur absolue est e´gale a` celle du nombre de Thurston-Bennequin
de ξ le long de γ2, calcule´ relativement a` un champ de plans me´dian quelconque de G
donne´ le long de γ2. La valeur absolue de l’holonomie est donc la moitie´ du nombre de
points de γ2, compte´s alge´briquement, ou` ξ est e´gal au plan me´dian. Il est positif si γ2
est oriente´ comme le bord de la face qui contient γ1 pre`s de γ1(0) et ne´gatif sinon. La
figure 3 montre un exemple de courbe d’holonomie −1. Sur cette figure, lorsqu’on change
le sens de parcours de γ, on change e´galement la face servant a` e´talonner l’orientation de
γ2 et le signe de Hol(γ) ne varie pas. C’est toujours le cas lorsque γ1 aborde γ2 par deux
faces diffe´rentes.
Lemme 2.17. Soit ξ ∈ X et G un 3-simplexe de ∆. Toute courbe d’holonomie γ pour ξ
incluse dans ∂G \ Λ a une holonomie e´gale a` −1.
Remarque 2.18. Si γ = γ1∪γ2 est une courbe d’holonomie pour laquelle γ1 aborde γ2 des
deux bouts par la meˆme face, et si γ est γ oriente´e en sens inverse, alorsHol(γ) = −Hol(γ).
En particulier ce cas de figure est exclus par le lemme 2.17.
De´monstration. Comme ξ est tendue, l’ine´galite´ de Bennequin applique´e a` γ dit que
Hol(γ) 6= 0. On suppose que Hol(γ) 6= −1. La courbe γ se de´compose par de´finition en
20
γ1
γ2
Courbe singulie`re de ξ∂G
Fig. 3 – Courbe d’holonomie −1.
la re´union de deux arcs ξ-legendriens γ1 et γ2, ou` γ1 est e´tal et γ2 est inclus dans un
certain r(a), a ∈ ∆1. Comme γ1 est e´tal, on peut le pousser sur un arc legendrien lisse
γ′1 situe´ a` l’inte´rieur de G et s’appuyant sur ∂γ2, via une famille d’arcs legendriens. En
particulier, la courbe ferme´e γ′1 ∪ γ2 borde un demi-disque D avec Int(D) ⊂ Int(G). Le
nombre de Thurston-Bennequin de γ2 relatif a` D vaut −|Hol(γ)| si γ1 aborde les deux
bouts de γ2 par le meˆme coˆte´, et sinon −|Hol(γ)|+
1
2
lorsque Hol(γ) < 0 et −|Hol(γ)|− 1
2
lorsque Hol(γ) > 0. En effet, cet enroulement est le meˆme que celui de ξ le long de γ2,
calcule´ par rapport a` un champ de plans qui est me´dian de G le long de Int(γ2) et e´gal
a` ξ (i.e. tangent a` une face de G) aux points de ∂γ2. Selon les cas, un tel champ de
plans a un enroulement 0, −1
2
, ou` 1
2
par rapport a` un champ de plans me´dian. De la
meˆme fac¸on, comme γ1 est e´tal, l’invariant de Thurston-Bennequin de γ
′
1 relatif a` D vaut
respectivement 0, −1
2
et 1
2
dans les trois cas e´nume´re´s ci-dessus. Dans toutes les situations,
puisque Hol(γ) 6= −1, on a tb(γ′1, D) ≥ tb(γ2, D)+ 1. On stabilise γ
′
1 pour obtenir un arc
γ′′1 , tel que tb(γ
′′
1 , D
′) = tb(γ2, D
′) + 1 (si D′ ⊂ G de´signe l’image de D par l’isotopie de
stabilisation). Le disque D′ va jouer le roˆle de rocade.
L’isotopie qui consiste a` pousser γ2 sur γ
′′
1 le long de D
′ peut eˆtre re´alise´e relativement
a` Λ. Applique´e a` ξ elle fait de ∆ une triangulation de contact pour son image ξ′ (apre`s
de´formations habituelles pre`s des faces), avec un nombre de Thurston-Bennequin stricte-
ment moindre que celui de ξ. On constate de plus facilement que comme Hol(γ) 6= −1,
pour toute face F de ∆ et toute areˆte a de F , le nombre de Thurston-Bennequin le long
de r(a) relatif a` F reste infe´rieur a` −1
2
. Cette triangulation est donc maniable pour ξ′ et
on obtient une contradiction avec la Λ-minimalite´ de ∆.
2.3.3 De´monstration du lemme 2.14
Soit G un 3-simplexe de ∆. On note s1, s2, s3 et s4 les sommets de G. La notation
[sisj ] de´signe l’areˆte de G qui joint les sommets si et sj . On note (sisjsk) la face de G
qui contient les sommets si, sj et sk.
Un paquet est une union de pie`ces ordinaires contenues dans une meˆme face qui forme
un quadrilate`re fibre´ (connexe). L’e´paisseur d’un paquet est le nombre de pie`ces qui le
constituent.
Soit ξ ∈ X et P = (Pi)1≤i≤n ∈ P∆,ξ une configuration de prismes admissible maxi-
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male. Les fonctions fi : R → R qui apparaissent dans la suite sont affines, de de´rive´es
strictement positives et inde´pendantes de (ξ, P ) ∈ X × P∆,ξ. On raisonne par l’absurde
en supposant que N ≫ 1 pie`ces ne sont pas incluses dans Int(
⋃
1≤i≤n Pi). Parmi celles-ci
au moins N1 = f1(N) pie`ces se trouvent dans une meˆme face F de ∆. Le corollaire 2.11
nous dit alors qu’au moins N2 = f2(N1) pie`ces ordinaires sont situe´es dans un meˆme
hexagone HF \Λ ; leur union formant un paquet Q1 (d’e´paisseur N2), lui-meˆme contenu
dans HF \ IntG((
⋃
1≤i≤n Pi)∩G) pour un des deux simplexes G de ∆ contenant F . C’est-
a`-dire que Q1 ne rencontre pas la re´union PG des prismes de P inclus dans G. Soit s1, s2
et s3 les sommets de F et s4 le quatrie`me sommet de G. Pour fixer les ide´es, disons que
le paquet Q1 joint [s1s2] a` [s1s3]. Au moins N2− 1 composantes de Γ(s1s3s4)(ξ) partent de
[s1s3]∩Q1, dont au moins N3 = f3(N2) restent dans H(s1s3s4) \Λ et ne sont pas paralle`les
a` une areˆte (corollaire 2.11).
Cas 1. Parmi celles-ci, au moins la moitie´ N4 = f4(N3) vont vers [s1s4] et de´limitent
un paquet Q2 d’e´paisseur N4 − 1. Comme toutes ont une extre´mite´ dans [s1s3] ∩Q1, Q2
ne rencontre pas PG. On distingue a` pre´sent deux cas (figure 4) :
Cas 1a. Au moins 11 (pour eˆtre tranquille) composantes de ΓH(s1s2s4)(ξ) issues de
Q2 ∩ [s1s4] reviennent vers r([s1s2]). On en de´duit l’existence d’un paquet Q3 d’e´paisseur
au moins 10 entre [s1s4] ∩Q2 et [s1s2] qui ne rencontre pas PG ∪ Λ.
s2 s3
Q1
s1
s4
s2
s3
Q1
Q0
s1
γ2
Q2
Q3
s4
Q3
Q2
Le cas 1a. Le cas 1b.
Fig. 4 – Les cas 1a et 1b.
Lemme 2.19. Il existe un prisme fibre´ P ′ dont le bord vertical est inclus dans Q1∪Q2∪Q3
et est une union de pie`ces ordinaires. De plus, ce prisme ne rencontre pas PG ∪ Λ.
De´monstration. Il s’agit de construire les faces verticales de P ′. On ordonne les pie`ces
contenues dans Q3 de un a` dix. Chaque pie`ce porte une courbe legendrienne singulie`re,
nume´rote´e comme la pie`ce dont elle fait partie. On part de la cinquie`me courbe singulie`re
de ξQ3, note´e c3. L’extre´mite´ de celle-ci dans [s1s4] est encadre´e par les extre´mite´s de
2 courbes singulie`res de ξQ2. On note c2, celle dont l’extre´mite´ est situe´e juste apre`s
∂c3 ∩ [s1s4], pour l’orientation de [s1s4] donne´e comme bord de la face (s1s2s4). En parti-
culier, la portion d’areˆte de [s1s4] situe´e entre c3 et c2 n’est pas un arc e´tal. L’extre´mite´
de c2 dans [s1s3] est encadre´e par les extre´mite´s de deux courbes singulie`res de ξQ1. A`
nouveau, on note c1 celle dont l’extre´mite´ est situe´e apre`s ∂c2 ∩ [s1s3] pour l’orienta-
tion de [s1s3] induite par celle de la face (s1s3s4). Comme l’holonomie de toute courbe
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d’holonomie vaut −1, l’extre´mite´ c1 ∩ [s1s2] est voisine de celle de c3, comme sur la fig-
ure 5 (ce qui ne serait pas le cas si on avait choisit c1, c2 et c3 pour construire un arc
e´tal). Soit U1, U2 et U3 des petits voisinages tubulaires de c1, c2 et c3 dans respectivement
Q1, Q2 et Q3. On note de plus V1, V2 et V3 des voisinages, dans ∂G, des arcs de´limite´s
dans les areˆtes [s1s3], [s1s4] et [s1s2] par
⋃
1≤i≤3(∂ci). Les faces verticales recherche´es sont
obtenues par un lissage de
U1 ∪ U2 ∪ U3 ∪ V1 ∪ V2 ∪ V3.
s2
s4
s3
c1
s1
c2
c3
ligne singulie`re de ξ∂G
Fig. 5 – Les faces verticales de P ′.
Elles sont par construction incluses dans Q1∪Q2∪Q3 et elles ne rencontrent donc pas
PG∪Λ. Ce sont les faces verticales d’un prisme fibre´ P
′ inclus dans G qui ne rencontre pas
PG ∪Λ. Sur la figure 5, les faces verticales de P
′ sont de´limite´es par les traits pointille´s ;
les traits pleins repre´sentent les lignes singulie`res du feuilletage des faces de G.
On de´duit facilement de ce lemme que la famille P n’e´tait pas maximale : si P ′ n’est
paralle`le a` aucun prisme de PG, on ajoute P
′ a` P ; si P ′ est paralle`le a` un prisme P1 de
PG, on remplace P1 par un prisme qui contient P
′ et P1 et dont le bord horizontal est
contenu dans ∂P ′ ∪ ∂P1.
Cas 1b. On peut construire un paquet Q3 ⊂ (s1s2s4) \ Λ entre [s1s4] ∩ Q2 et [s2s4]
d’e´paisseur N5 = N4 − 10− C0 = f5(N3).
Dans ce cas, on conside`re le sous-paquet de Q1 d’e´paisseur N4−1 contenant toutes les
pie`ces issues de Q2∩ [s1s3]. On rebaptise Q1 ce nouveau paquet. On peut alors construire
un paquet Q0 ⊂ (s1s2s4) \Λ d’e´paisseur au moins N6 = N4− 1− 10−C0 = f6(N4) entre
[s1s2]∩Q1 et [s2s4], sinon on se retrouve dans le cas 1a) avec un prisme fibre´ dont le bord
vertical tourne autour de s1.
On construit une courbe d’holonomie γ = γ1∪γ2 pour laquelle γ1 posse`de un voisinage
de ses deux bouts dans la meˆme face, ce qui donne une contradiction avec le lemme 2.17
au vu de la remarque 2.18. L’arc e´tal γ1 est la concate´nation de 4 arcs singuliers c0 ⊂ Q0,
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c1 ⊂ Q1, c2 ⊂ Q2, c3 ⊂ Q3, du feuilletage caracte´ristique des faces et de 3 portions
d’areˆtes qui relient leurs extre´mite´s. L’arc γ2 qui mesure l’holonomie sera pris dans [s2s4].
Pour cela, pour N assez grand, on prend pour c3 un arc singulier du feuilletage de Q3
qui de´coupe Q3 en deux paquets d’e´paisseur au moins 20+C0 (pour eˆtre tranquille). Les
choix des arcs singuliers c0, c1 et c2 de meˆme que celui des trois areˆtes sont alors impose´s
par la condition d’eˆtre e´tal. Par la position de c3, on est assure´ que c2 ⊂ Q2 et c1 ⊂ Q1.
De plus, c1 de´coupe Q1 en deux paquets d’e´paisseur au moins 19 + C0. Comme au plus
14 + C0 composantes de Γ(s1s2s4)(ξ) (estimation laˆche) ayant leur extre´mite´s dans Q1 ne
sont pas dans Q0, on a bien c0 ⊂ Q0. C’est l’arc γ1 recherche´.
Cas 2. On peut construire un paquet Q2 ⊂ (s1s3s4)\Λ d’e´paisseur N
′
4 = f
′
4(N3) entre
[s1s3] ∩Q1 et [s3s4].
On obtient ensuite un paquetQ3 ⊂ (s2s3s4)\Λ d’e´paisseur au moinsN
′
5 = f
′
5(N
′
4) entre
[s3s4] ∩ Q2 et [s2s3], ce qui, pour N assez grand, rame`ne au cas 1), ou entre [s1s4] ∩ Q2
et [s2s4]. A` nouveau, le seul cas non traite´ est celui ou` on peut construire un paquet
Q4 ⊂ (s1s2s4) \Λ d’e´paisseur au moins 11 entre [s2s4]∩Q3 et [s1s2] (voir figure 6). Dans
s2 s3
Q1
Q4
Q3s1
Q2
s4
Fig. 6 – Le cas 2.
ce dernier cas, on construit, comme dans le cas 1a, un prisme fibre´ dont le bord vertical
est dans Q1 ∪ Q2 ∪ Q3 ∪ Q4. Comme pre´ce´demment, la famille (Pi)i n’e´tait donc pas
maximale.
2.4 Construction des domaines fibre´s
On de´montre a` pre´sent le the´ore`me 2.1.
2.4.1 Normalisation des faces verticales
Les lemmes ci-dessous permettent, par des isotopies et des partitions successives de
X , d’affiner la normalisation des structures de X . On rappelle que X est un ensemble
complet de structures de contact tendues sur V et que ∆ est une triangulation de V ,
maniable et Λ-minimale pour tout ξ ∈ X , toutes les structures de X e´tant e´gales le long
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de leur voisinage de se´curite´ commun Λ. En outre, les structures de X ont de´ja` subi une
premie`re normalisation et satisfont toutes aux conclusions du lemme 2.16.
Lemme 2.20. Il existe C2 > 0 et un nombre fini de configurations de prismes fibre´s
P 1, . . . , P k tels que, pour toute structure ξ ∈ X , on puisse isotoper ξ, par une isotopie
de V stationnaire sur Λ et pre´servant ∆, en ξ′ admettant un des P j pour configuration
admissible et pour laquelle au plus C2 composantes de Γ∆2(ξ
′) ne soient pas incluses dans
Int(
⋃
P∈P j P ).
Une structure de contact ξ ∈ X qui ve´rifie ces proprie´te´s pour une configuration P j
sera dite porte´e par P j.
De´monstration. A` toute structure ξ ∈ X , on peut associer un e´le´ment maximal P (ξ)
dans P∆,ξ. Le lemme 2.12 affirme qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes d’isotopie
de configurations de prismes fibre´s. Une isotopie de V fixant ∆ et relative a` Λ permet
d’envoyer chaque P (ξ) sur un e´le´ment d’une sous-famille finie P 1,...,P k de la famille
P (ξ)ξ∈X . Cette isotopie transporte ξ sur une structure ξ
′. Le lemme 2.14 affirme l’existence
de la borne universelle C2 = C1 > O.
Dans la suite, on remplace ξ par ξ′ comme repre´sentant de la classe d’isotopie de ξ
dans X . On de´montre le the´ore`me 2.1 pour l’ensemble X1 des structures ξ ∈ X porte´es
par P j = P = (Pi)1≤i≤n.
Lemme 2.21. Quitte a` de´former chaque structure ξ ∈ X1 par une isotopie relative a`
Λ qui pre´serve ∆, il existe une partition de X1 en un nombre fini de sous ensembles
X 11 , ...,X
k
1 tels que, pour j = 1, ..., k :
1. toutes les structures de X j1 posse`dent une meˆme courbe de de´coupage sur les faces
de ∆2 \ Int(
⋃
1≤i≤n Pi) ;
2. toutes les structures ξ ∈ X j1 sont tangentes aux fibres des faces des prismes de P ;
3. pour toute areˆte a, toutes les structures ξ ∈ X k1 sont e´gales sur un voisinage de
a \ Int(
⋃
1≤i≤n Pi).
De´monstration. Pour toute structure ξ ∈ X1, le nombre de composantes du de´coupage
Γ∆2\Int(
⋃
1≤i≤n Pi)
(ξ) est infe´rieur a` C2. Le nombre de classes d’isotopie de multi-arcs
(Γ∆2\Int(⋃1≤i≤n Pi)(ξ))ξ∈X1
dans ∆2 \ Int(
⋃
1≤i≤n Pi) est donc fini. Quitte a` de´former chaque structure ξ ∈ X1 par une
isotopie relative a` Λ qui pre´serve ∆ et a` partitionner X1 en X
1
1 , ..., X
k
1 , pour j = 1, ..., k, on
peut supposer que toutes les structures de X j1 posse`dent une meˆme courbe de de´coupage
sur ∆2 \ Int(
⋃
1≤i≤n Pi). Les proprie´te´s 2 et 3 de´coulent du lemme 2.16 (pour obtenir
dans 3 l’e´galite´ a` partir du lemme 2.16, et pas seulement une co¨ıncidence des feuilletages
legendriens, il faut encore utiliser la contractibilite´ de Diff+([0, 1]) comme il est explique´
en de´tail dans la preuve du lemme 2.26).
On note X2 l’un des X
j
1 , j = 1, ..., k, et on fixe ζ ∈ X2. On est ramene´ a` de´montrer le
the´ore`me 2.1 pour X2.
Lemme 2.22. Toute structure ξ ∈ X2 est isotope a` une structure maniable pour ∆ et
Λ-minimale ξ′ qui co¨ıncide avec ζ le long de ∆2 \ Int(
⋃
1≤i≤n Pi) et tangente aux fibres le
long des faces verticales des polye`dres de P .
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On note X3 l’ensemble obtenu par de´formation de X2. Le long des portions de faces
verticales qui ne sont pas incluses dans Int(
⋃
1≤i≤n Pi), toutes les structures ξ ∈ X3 sont
a` la fois e´gales et tangentes aux fibres.
De´monstration. Soit R une composante de HF \ ΓHF incluse dans HF \ Int(
⋃
1≤i≤n Pi).
Les structures ξ et ζ sont e´gales sur un voisinage K de ∂R ∩ ∂F dans R, lequel K est en
outre feuillete´ par des arcs legendriens. On re´tre´cit R en R0 en poussant chaque arc de
∂R∩ ∂F sur un arc legendrien qui lui est paralle`le dans K. Par application du lemme de
re´alisation de feuilletages 1.4 a` R0, on trouve une isotopie a` support dans un voisinage de
R0, dont le temps 1 envoie ξ sur ζ le long de R0. Le point important est que le support
de cette isotopie ne rencontre ni Λ ni les faces autres que F , si bien ∆ demeure maniable
et Λ-minimale pour l’image de ξ.
2.4.2 Normalisation des faces horizontales
Pour chaque prisme Pi, 1 ≤ i ≤ n, on fixe un feuilletage non singulier Fi sur ses faces
horizontales Yi × {0, 1}, e´gal au germe de feuilletage trace´ par ζ au bord (∂Yi) × {0, 1}
et transversal a` une direction fixe´e de Yi (on munit Yi d’une structure affine). Un tel
feuilletage non singulier existe graˆce au fait que l’holonomie vaut −1 et donc que l’indice
du germe de feuilletage caracte´ristique ζYi × {j} le long de (∂Yi)× {j}, j = 0, 1 vaut 0.
Il de´termine un germe de structure η0 le long des faces horizontales.
Graˆce a` la remarque 2.15, on se place dans la situation ou`, pour tout ξ ∈ X3, toute
face verticale des prismes de la configuration P contient au moins 20 pie`ces.
Lemme 2.23. Il existe une re´traction compacte K =
⋃
1≤i≤n Pi \ N(∂(
⋃
1≤i≤n Pi)) de⋃
1≤i≤n Pi, une structure de contact ζ0 sur V \ Int(K) et pour tout ξ ∈ X3 une isotopie
de ξ en ξ′ qui ve´rifie :
1. ξ′ = ζ0 sur V \ Int(K) ;
2. ξ′ est tangente aux fibres verticales de chaque Pi.
De´monstration. On commence par de´montrer le lemme suivant :
Lemme 2.24. Soit f : Y × [−2, 2]→ (V, ξ) un plongement dans une varie´te´ de contact
tendue. On suppose que :
– chaque arc {x}× [−2, 2], pour x dans un voisinage de ∂Y , est legendrien pour f ∗ξ ;
– sur chaque face verticale, les courbes de de´coupage vont d’une areˆte verticale a`
l’autre ;
– l’holonomie de toute courbe d’holonomie tournant autour du bord vertical vaut −1 ;
les areˆtes de f((∂Y )× {±1}) sont transversales a` ξ ;
– il y a au moins quatre courbes de singularite´s sur chaque face verticale aux altitudes
supe´rieures a` 1 et infe´rieures a` −1 ;
– les areˆtes horizontales de Y × [−2, 2] sont transversales a` f ∗ξ.
Pour tout feuilletage non singulier non singulier F trace´ sur les faces horizontales de
Y × [−1, 1] qui est tangent a` f ∗ξ au bord et transversal a` une direction donne´e de Y
(muni de sa structure affine), il existe une isotopie de ξ relative au bord de l’image de f
en une structure ξ′, telle que f ∗ξ′ trace le feuilletage F sur Y × {±1} et que chaque arc
{x} × [−1, 1] soit legendrien.
De´monstration. On munit Y × [−2, 2] de la structure f ∗ξ. Graˆce a` la pre´sence de quatre
arcs singuliers sur chaque face en dessous et au-dessus des altitudes −1 et 1, on construit
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sur (∂Y )× [1, 2] et (∂Y )× [−2,−1] une courbe d’holonomie legendrienne γ±1 par concate´-
nation de portions d’areˆtes verticales et d’arcs de singularite´s sur les faces. On obtient
que tb(γ±1) = −1 car l’holonomie vaut −1. On prend alors un disque convexe (de bord
lisse par morceaux) D±1 ⊂ Y × [−2, 2] qui s’appuie sur γ±1 transversalement au bord
vertical de Y × [−2, 2]. La portion de bord vertical comprise entre γ−1 et γ1 comple´te´e
par D−1 et D1 forme une sphe`re S plonge´e dans Y × [−2, 2].
On va construire un mode`le de cette sphe`re dans R3 = {(x, y, t)}. Pour cela, on munit
R
3 de la structure η d’e´quation cos tdx− sin tdy = 0. On fixe un triangle (ou un quadri-
late`re) Y ′ dans le plan des (x, y), et on conside`re le polye`dreQ = {(x, y) ∈ Y ′, t ∈ [0, 2kpi]}.
Comme l’holonomie de ξ autour de (∂Y ) × [−2, 2] est −1, il existe k ∈ R et Y ′
pour que le bord vertical de ce polye`dre Q, avec le germe de structure η, soit conjugue´ a`
(∂Y )× [−2, 2] avec le germe de structure f ∗ξ par un germe de diffe´omorphisme de contact
fibre´ (qui pre´serve la direction verticale, celle de Q est dirige´e par ∂t)
φ : (∂Y )× [−2, 2]→ (∂Y ′)× [0, 2kpi].
Il existe alors deux disques D et D′ qui s’appuient respectivement sur les courbes
φ((∂Y )× {±1}) du bord vertical du polye`dre Q, transversaux a` la direction verticale ∂t
et tels que φ s’e´tende en un diffe´omorphisme Φ : Y × [−1, 1]→ Q′, ou` Q′ est le polye`dre
de R3, dont le bord est union de D et D′ avec la portion de bord vertical de Q comprise
entre les courbes φ((∂Y )× {±1}), avec les proprie´te´s suivantes :
– les fibres verticales de Y × [−1, 1] sont envoye´es par Φ sur les fibres verticales de Q′
(dirige´es par ∂t qui sont legendriennes) ;
– Φ∗F est le feuilletage ζ(D ∪D
′).
Pour cela, on e´tend d’abord φ en un plongement fibre´ ψ : Y × [−1, 1] → Q. Il ne reste
plus qu’a` relever les feuilletages ψ∗F de manie`re legendrienne transversalement a` ∂t pour
obtenir D et D′, puis a` composer ψ au but par l’exte´mite´ d’une isotopie qui ame`ne, en
glissant le long des fibres, l’image par ψ des faces horizontales sur D et D′. Le fait que
F soit transversal a` une meˆme direction sur les faces supe´rieure et infe´rieure assure que
D et D′ ne se rencontrent pas.
Les courbes φ(γ±1) sont legendriennes et d’invariant de Thurston-Bennequin −1. On
leur fait border dans (R3, η) deux disques convexes qui ne rencontrent pas Q′. On note S ′
la sphe`re construite comme pre´ce´demment a` partir de ces disques convexes et de la portion
de bord vertical qu’ils de´limitent dans Q. D’apre`s le lemme de re´alisation de feuilletages,
on peut choisir ces deux disques de sorte que φ s’e´tende en un diffe´omorphisme φ1 de
(S, f ∗ξ|S)→ (S
′, η|S′).
D’apre`s le the´ore`me 1.1 d’Eliashberg, φ1 s’e´tend alors en un diffe´omorphisme de con-
tact φ2 entre les boules borde´es par ces sphe`res.
Le plongement φ−12 ◦ Φ : Y × [−1, 1] → Y × [−2, 2] envoie F sur le feuilletage car-
acte´ristique de l’image des faces horizontales, et les fibres sur des courbes legendriennes.
Il vaut l’identite´ sur le bord vertical et pre´serve l’orientation : il est isotope a` l’identite´
relativement au bord de Y × [−2, 2] par la restriction d’une isotopie de Y × [−2, 2].
On conside`re l’image de f ∗ξ par cette isotopie que l’on propage a` l’aide de f dans V .
Cette nouvelle structure donne le re´sultat souhaite´.
Pour pousuivre, on applique le lemme 2.24 a` chaque structure ξ ∈ X3 et au germe de
structure η0 le long des faces horizontales : il existe une isotopie de ξ relative a` ∆ qui
envoie ξ sur une structure ξ′ tangente aux fibres de P et e´gale au germe η0 sur les faces
horizontales. On remplace chaque structure ξ ∈ X3 par la structure, a` nouveau note´e ξ,
obtenue apre`s cette premie`re isotopie et on pioche une structure ζ0 dans X3.
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Le long d’une fibre I de Pi, toute structure ξ tangente aux fibres est repe´re´e par une
fonction angle θI : I → R/Z dans le fibre´ normal aux fibres, dont la de´rive´e est strictement
positive. Dans un petit voisinage N(∂(
⋃
1≤i≤n Pi)) ∩ (
⋃
1≤i≤n Pi) de ∂(
⋃
1≤i≤n Pi) dans⋃
1≤i≤n Pi, on peut apre`s isotopie (toujours par contractibilite´ de Diff
+(I)) rendre toutes
ces fonctions angle e´gales a` celle de ζ0 ∈ X3. On re´alise une telle isotopie sur chaque
ξ ∈ X3 pour obtenir ξ
′ ∈ X ′3.
Les prismes Pi de la famille P de´coupent chaque simplexe G de ∆ en polye`dres,
home´omorphes a` la boule, au bord desquels toutes les structures ξ′ ∈ X ′3 co¨ıncident.
Comme les structures de X ′3 sont tendues, le the´ore`me d’unicite´ 1.1 d’Eliashberg donne,
sur chaque polye`dre, une isotopie stationnaire au bord entre une structure quelconque
ξ′ ∈ X ′3 et ζ0.
Corollaire 2.25. Il existe un domaine fibre´ a` bord (M, τ) avec K ⊂M ⊂
⋃
1≤i≤n Pi, dont
la fibration en intervalles τ est la restriction de la fibration de
⋃
1≤i≤n Pi. En particulier,
selon la terminologie de la sous-section suivante, toutes les structures de X3 sont ajuste´es
a` (M, τ, ζ).
De´monstration. On retire a`
⋃
1≤i≤n Pi un petit voisinage fibre´ U , U ∩K = ∅, des portions
d’areˆtes qui ne sont pas dans Int(
⋃
1≤i≤n Pi). On note τ
′ la fibration en intervalles de⋃
1≤i≤n Pi. L’espace quotient Σ = (
⋃
1≤i≤n Pi \U)/τ
′ est une surface branche´e dont le lieu
singulier est non ge´ne´rique. Un lissage du bord de
⋃
1≤i≤n Pi \U transversal a` la fibration
au-dessus des points re´guliers de la projection et une petite modification de
⋃
1≤i≤n Pi \U
correspondant a` une perturbation ge´ne´rique de Σ pour obtenir un lieu de branchement
ge´ne´rique permet d’obtenir le domaine fibre´ recherche´.
Pour de´montrer le the´ore`me 2.1, il reste une difficulte´ : le domaine fibre´ du corol-
laire 2.25 est (( a` bord )). Dans la suite, on indique comment on se rame`ne a` des voisinages
fibre´s de surfaces branche´es sans bord.
2.4.3 Structures de contact ajuste´es a` un domaine fibre´
Soit (M, τ) un domaine fibre´, voisinage d’une surface branche´e a` bord, et X = M/τ
la surface branche´e quotient. On note pi : M → X et ζ une structure de contact sur
V \ Int(M). Une structure de contact est ajuste´e a` (M, τ, ζ) si elle est e´gale a` ζ hors de
Int(M) et tangente a` τ dans M .
Lemme 2.26. Toute structure de contact ξ ajuste´e a` (M, τ, ζ) est de´termine´e, a` isotopie
pre`s parmi les structures ajuste´es, par la fonction
aξ : ∂hM :→]0,∞[
qui est continue sur chaque secteur et qui associe a` chaque point p l’angle de rotation
total de ξ le long de la feuille de τ partant de p. (On mesure cet angle avec une me´trique
auxiliaire et l’holonomie de τ .)
De´monstration. Ce lemme est une conse´quence de la contractibilite´ de l’espace Diff+(I)
des diffe´omorphimes de l’intervalle qui pre´servent l’orientation. Soit ξ0 et ξ1 deux struc-
tures de contact sur D2×I muni des coordonne´es ((x, y), t), e´gales le long de D2×{0, 1},
tangentes aux fibres {p} × I et pour lesquelles aξ0 = aξ1 sur D
2. Elles sont alors donne´es
par α0 = cos f0(x, y, t)dx−sin f0(x, y, t)dy et α1 = cos f1(x, y, t)dx−sin f1(x, y, t)dy avec,
pour i = 0, 1, ∂fi
∂t
> 0 et f0(x, y, i) = f1(x, y, i). Par la contractibilite´ de Diff
+(I), il existe
une famille a` un parame`tre de fonctions fs : D
2 × I → R, s ∈ [0, 1], qui ve´rifient ∂fs
∂t
> 0
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et qui sont inde´pendantes de s ∈ [0, 1] sur D2 × {0, 1}. Le chemin de formes de contact
αs = cos fs(x, y, t)dx− sin fs(x, y, t)dy donne une isotopie relative a` D
2 × {0, 1} entre ξ0
et ξ1 parmi les structures tangentes a` {∗} × I.
Pour de´montrer le lemme, on donne une version relative de la discussion pre´ce´dente.
Soit ξ et ξ′ deux structures ajuste´es a` (M, τ, ζ), qui ont les meˆmes fonctions angles
aξ = aξ′. Si B est un secteur de X, alors ∂B est un polygone ∂B = δ1 ∪ δ2 ∪ ... ∪ δm,
ou` les δi sont les coˆte´s successifs de B qui se rencontrent le long des points triples de X.
Comme (B × I) ∩ ∂vM consiste en la re´union de produits δi × [ai, bi] ou` [ai, bi] ⊂ [0, 1],
les structures ξ et ξ′ sont e´gales sur δi × [ai, bi]. On de´forme d’abord ξ en ξ
′ le long de
δi × ([0, 1] \ [ai, bi]) en utilisant la contractibilite´ de Diff
+(I), puis on effectue l’isotopie
entre ξ et ξ′ sur B × I relativement a` (∂B)× I.
Soit ξ0 une structure de contact ajuste´e a` (M, τ, ζ) fixe´e.
Proposition 2.27. Les classes d’isotopie des structures de contact ξ ajuste´es a` (M, τ, ζ)
sont en bijection avec les fonctions
wξ : pi0(Reg(X))→ Z,
dites fonctions poids, ve´rifiant la condition
wξ(R) > −
1
2pi
inf(aξ0)
et les relations d’adjacence
wξ(R1) + wξ(R2) = wξ(R3)
pour toute paire de feuillets re´guliers R1, R2 de X qui se joignent pour donner R3.
De´monstration. Pour toute structure de contact ξ ajuste´e a` (M, τ, ζ), on de´finit
wξ =
1
2pi
(aξ − aξ0).
Le poids wξ(p) est un entier qui varie continuˆment sur les composantes de Reg(X).
Il est donc constant sur Reg(X). La relation d’adjacence est donne´e en regardant une
fibre situe´e au-dessus d’un point p du lieu singulier de X ou` R1 et R2 se rejoignent
pour donner R3. La condition de contact donne que aξ > 0, ce qui fournit l’ine´galite´
wξ(R) > −
1
2π
inf(aξ0).
Re´ciproquement, si on dispose d’une telle fonction poids, la fonction aξ = wξ + aξ0
de´termine une structure de contact qui convient.
2.4.4 Le lemme d’e´lagage
Lemme 2.28. [Lemme d’e´lagage] Soit (M, τ, ζ) un domaine fibre´ et X un ensemble de
structures de contact ajuste´es a` (M, τ, ζ). On suppose qu’il existe un re´el C et un point
p ∈ ∂hM tels que aξ(p) < C pour tout ξ ∈ X et on note X1, . . . , Xk les adhe´rences des
strates re´gulieres de X =M/τ qui contiennent pi(p). On peut alors trouver des structures
de contact ζ1, . . . , ζl sur le comple´mentaire du domaine fibre´
(M ′, τ ′) =
(
M \ Int(
k⋃
j=1
pi−1(Xj)), τ |M ′
)
telles que toute structure ξ ∈ X soit isotope a` une structure ajuste´e a` l’un des (M ′, τ ′, ζi).
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De´monstration. La borne sur aξ donne une borne sur tous les poids wξ(Xi), 1 ≤ i ≤ k.
Ceux-ci peuvent donc prendre seulement un nombre fini de valeurs. On peut partitionner
X en X1,...,Xl, de sorte que toutes les ξ ∈ Xj donnent le meˆme poids. Si ζi est une
structure de Xi, on peut alors, comme dans le lemme 2.26, trouver une isotopie, parmi
les structures ajuste´es a` (M, τ, ζ), entre toute structure ξ ∈ Xi et une structure ξ
′ e´gale
a` ζi sur pi
−1(
⋃
1≤j≤kXj).
L’ope´ration d’e´lagage diminue strictement le nombre de secteurs de X. En la re´pe´tant
un nombre fini de fois, on obtient donc l’ensemble vide.
Corollaire 2.29. Si X est un ensemble de structures de structures de contact ajuste´es a`
(M, τ, ζ), alors il existe (M1, τ1, ζ1),..., (Ml, τl, ζl) obtenues par e´lagage de (M, τ, ζ) telles
que, pour 1 ≤ i ≤ l, Xi =Mi/τi soit une surface branche´e sans bord, et que toute structure
ξ ∈ X soit isotope a` une structure ξ′ ajuste´e a` l’un des (Mi, τi, ζi).
De´monstration. Tout point p ∈ ∂X ve´rifie les hypothe`ses du lemme d’e´lagage. Par
ailleurs, un e´lagage re´duit strictement le nombre de secteurs de X. Un nombre fini d’ap-
plications du lemme d’e´lagage 2.28 conduit au re´sultat.
Le corollaire 2.29 termine la de´monstration du the´ore`me 2.1.
3 Finitude homotopique
On de´montre ici le the´ore`me 0.7. Le the´ore`me 0.1 en re´sulte car une modification de
Lutz a` coefficient entier le long d’un tore ne change pas la classe d’homotopie dans les
champs de plans.
Soit V une varie´te´ close. Vu le the´ore`me 2.1, il suffit de de´montrer le the´ore`me 0.7 pour
un ensemble S de structures de contact tendues toutes ajuste´es a` un meˆme domaine fibre´
(M, τ, ζ). SoitX la surface branche´eM/τ avec son lieu singulier Θ et ses strates re´gulie`res
X0, . . . , Xd. E´tant donne´ ξ0 ∈ S, chaque structure ξ ∈ S est de´termine´e (a` de´formation
pre`s parmi les structures ajuste´es) par son poids wξ = (wξ(X1), . . . , wξ(Xd)) ∈ Z
d relatif
a` ξ0. Par application du lemme d’e´lagage et quitte a` effectuer une partition de S, on se
rame`ne au cas ou`, pour tout ξ ∈ S, le poids wξ appartient a` N
d. A` chaque areˆte lisse C
de Θ, on associe l’e´quation line´aire xi = xj + xk sur R
d ou` Xj et Xk sont les secteurs de
X qui se joignent le long de C pour former Xi. Soit W le sous-espace vectoriel de R
d des
solutions de ce syste`me. Chaque poids wξ appartient a` W ∩ N
d.
On note  l’ordre partiel de´fini sur Zd par
(x1, . . . , xd)  (y1, . . . , yd) si xi ≤ yi pour 1 ≤ i ≤ d.
Lemme 3.1. Soit W un sous-espace vectoriel de Rd. Les e´le´ments minimaux de W ∩Nd
pour l’ordre partiel  sont en nombre fini et engendrent W ∩Nd.
De´monstration. Pour montrer que les e´le´ments minimaux de W ∩ Nd sont en nombre
fini, on raisonne par re´currence sur d. Lorsque d = 1, on a un unique e´le´ment minimal.
On suppose le re´sultat de´montre´ pour tout sous-espace de Rd−1, d − 1 ≥ 1. Soit main-
tenant W un sous-espace de Rd, d ≥ 2. On raisonne par l’absurde en supposant que
W ∩ Nd posse`de une infinite´ d’e´le´ments minimaux. Quitte a permuter l’ordre des coor-
donne´es, on peut alors trouver une suite d’e´le´ments minimaux (vi)i∈N, v
i = (vi1, . . . , v
i
d),
de W ∩ Nd pour laquelle la suite des dernie`res coordonne´es (vid)i∈N tend vers l’infini. On
note pi : Rd → Rd−1 la projection sur les d − 1 premie`res coordonne´es. En appliquant
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l’hypothe`se de re´currence a` pi(W ), on obtient un nombre fini d’e´le´ments u1, . . . , un de N
d
dont les images par pi sont les e´le´ments minimaux de pi(W ) ∩ Nd−1. Si i ∈ N est assez
grand, vid est supe´rieur a` chacune des dernie`res coordonne´es des vecteurs u1, . . . , un et en
particulier, vi est supe´rieur a` un des uj. C’est une contradiction.
Si u ∈ W ∩Nd n’est pas un e´le´ment minimal, il est supe´rieur a` l’un d’entre eux ui. Soit
le vecteur u − ui est minimal, soit on peut a` nouveau lui retirer un des uj, j = 1, . . . n.
En un nombre fini d’e´tape, on e´crit u comme une somme d’e´le´ments minimaux.
On note u1, . . . , uk les e´le´ments minimaux de W ∩ N
d donne´s par le lemme 3.1. Par
ailleurs,
Lemme 3.2. Les classes d’isotopie des surfaces compactes plonge´es dans M transver-
salement a` τ sont en bijection avec les e´le´ments non nuls de W ∩ Nd.
Si T est une surface porte´e par (M, τ), on note wT = (wT (X1), . . . , wT (Xd)) son
poids, ou` wT (Xi) est le nombre de composantes de T ∩ pi
−1(Xi) et pi la projection
M → X =M/τ .
Remarque 3.3. Si X est compact sans bord et S non vide, les surfaces compactes porte´es
par X – c’est-a`-dire plonge´es dans M transversalement a` τ – sont closes et transversales
aux structures de contact de S. Leurs composantes connexes sont donc des tores et/ou
des bouteilles de Klein.
Soit T1, . . . , Tk les surfaces porte´es par (M, τ) et correspondant aux e´le´ments u1, . . . , uk
deW ∩Nd. On suppose que T1, . . . , Tl sont des tores et que Tl+1, . . . , Tk sont des bouteilles
de Klein. Lorsque Ti est une bouteille de Klein, on note T
′
i le tore, toujours porte´ par
(M, τ), bordant un de ses petits voisinages tubulaires N(Ti). Le poids u
′
i de T
′
i vaut 2ui.
Lemme 3.4. Toute structure de contact ξ ∈ S est obtenue a` partir de ξ0 par modification
de Lutz sur les tores Ti, 1 ≤ i ≤ l et T
′
i , l + 1 ≤ i ≤ k.
De´monstration. Soit ξ ∈ S. On a wξ =
∑k
i=1 ni(ξ)ui, avec ni(ξ) ∈ N. La structure obtenue
a` partir de ξ0 par chirurgie de Lutz de coefficient ni(ξ) sur Ti lorsque Ti est un tore et
de coefficient 1
2
ni(ξ) sur T
′
i = ∂N(Ti) lorsque Ti est une bouteille de Klein est ajuste´e a`
(M, τ, ζ) et a le meˆme poids que ξ. Elle lui est donc isotope relativement a` ∂M .
Meˆme si les coefficients de chirurgie apparaissant dans le lemme 3.4 sont des demi-
entiers, celui-ci implique le the´ore`me 0.7 : on ajoute comme (( structures de base )) a` ξ0
les 2k−l−1 structures obtenues en faisant ou non des modifications de Lutz de coefficient 1
2
le long des tores T ′i , l+1 ≤ i ≤ k. Toutes les structures de S sont alors obtenues a` partir
de l’une d’entre elles par modifications de Lutz a` coefficients entiers sur les collections de
tores (Ti)1≤i≤l et (T
′
i )l+1≤i≤k.
4 Finitude ge´ome´trique
On de´montre maintenant le the´ore`me 0.6. Comme pre´ce´demment, graˆce au the´ore`me 2.1,
il suffit d’e´tablir le re´sultat pour un ensemble S de structures tendues toutes ajuste´es a` un
meˆme moule (M, τ, ζ). On fixe une structure de re´fe´rence ξ0 ∈ S, toute autre ξ ∈ S e´tant
alors de´termine´e par son poids wξ dont on peut supposer, sauf pour ξ0, qu’il est dans
(N \ {0})d (voir le lemme d’e´lagage 2.28). Pour une telle structure ξ ∈ S \ {ξ0}, le poids
wξ correspond a` une surface close T pleinement porte´e par (M, τ). Chaque composante
de T est un tore ou une bouteille de Klein.
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Lemme 4.1. Il existe une surface oriente´e T pleinement porte´e par (M, τ) qui contient
le bord horizontal de M comme sous-surface oriente´e.
De´monstration. Le domaine M contient une surface T pleinement porte´e, par exemple
celle que de´termine le poids d’une structure ξ ∈ S. En doublant T si ne´ce´ssaire et en
remplac¸ant chaque bouteille de Klein par le bord d’un de ses voisinages tubulaires, on
s’assure que les composantes de T sont des tores et que T intersecte au moins deux fois
chaque fibre deM . Parmi ces intersections, deux sont les plus proches de ∂hM . On pousse
les composantes connexes de T contenant ces intersections extrieˆmes jusque dans ∂M .
Quitte a` doubler T a` nouveau pour pouvoir l’orienter comme voulu, on obtient la surface
cherche´e.
4.1 Le lemme du degre´
Soit A une composante connexe de ∂vM et C une composante du bord de A. On
de´finit le degre´ deg(A) de A comme la valeur absolue du degre´ de l’image de ζx par
rapport a` TxA dans le quotient TxV/Txτ lorsque x parcourt C.
Assertion 4.2. Quitte a` modifier (M, τ, ζ) par e´lagage et isotopie, on peut supposer que
pour chaque composante A de ∂vM et chaque composante C de ∂A, il y a exactement
2 deg(A) points le long de C ou` TxA co¨ıncide avec ζx. En particulier, si deg(A) = 0, le
feuilletage ζA contient une courbe de singularite´s isotope a` l’aˆme de A.
De´monstration. On e´tend A le long des fibres legendriennes de M jusqu’a` obtenir un
anneau A′, ou` A′ \ A ⊂M , pour lequel les structures ξ|A′ sont e´gales pour tout ξ ∈ S et
la condition de l’assertion est ve´rifie´e le long de A′. Cette extension est rendue possible par
le fait qu’on peut supposer que toutes les structures ξ ∈ S ont une fonction poids minore´e
par une constante c > 0 que l’on peut choisir arbitrairement grande (quitte a` proce´der a`
des partitions de S et a` e´laguer M). On conside`re alors un e´paississement A′ × [0, 1] de
A′ dans M , ou` A′ × {1} = A′ et ou` chaque ξ ∈ S est I-invariante (en particulier chaque
A′ × {t} est feuillete´ par des intervalles legendriens). On prend pour nouveau domaine
fibre´ M ′ = M \ (A′ × I) dont on lisse les coins de sorte que A′ × {0} ⊂ M ′ soit une
composante du bord vertical de M ′.
Dore´navant, toutes les composantes de ∂vM sont re´pute´es satisfaire aux conclusions
de l’assertion 4.2.
Lemme 4.3. [Lemme du degre´] Il existe des domaines fibre´s (Mi, τi, ζi)1≤i≤k obtenus par
e´lagage de (M, τ, ζ) avec les proprie´te´s suivantes :
– toute structure de contact ξ ∈ S est conjugue´e, par un produit de twists de Dehn et
d’isotopies, a` une structure ajuste´e a` l’un des (Mi, τi, ζi) ;
– tout domaine fibre´ (Mi, τi) porte pleinement une surface Ti comme dans le lemme 4.1 ;
– toutes les composantes de ∂vMi satisfont aux conclusions de l’assertion 4.2
– toute composante de ∂vMi de degre´ non nul intersecte Ti le long de courbes con-
tractibles dans Ti.
De´monstration. Soit T une composante de T qui intersecte une composante A de ∂vM
avec deg(A) 6= 0 le long de c. On suppose que c est non contractible sur T . Pour tout
ξ ∈ S avec wξ suffisamment grande, il existe un plongement φ : T × [0, 1] → M , ou`
φ(T, 0) = T et φ∗ξ est donne´e par cos(f(x, y)+ 2pit)dx− sin(f(x, y)+ 2pit)dy = 0. Ici, les
coordonne´es sur T × [0, 1] = R2/Z2 × [0, 1] sont (x, y, t), et f est une fonction a` valeurs
dans le cercle T → R/2piZ. On a alors la proprie´te´ suivante :
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Assertion 4.4. Il existe un tore T ′ ⊂ φ(T × [0, 1]) isotope a` T et transversal aux fibres
legendriennes tel que T ′ soit convexe et #ΓT ′(ξ) ≤ 2 deg(A).
De´monstration de l’assertion 4.4. Apre`s une perturbation C∞-petite de T , on peut sup-
poser que T est convexe. Comme T ⋔ ξ pour tout ξ ∈ S, le feuilletage caracte´ristique
ξT est non singulier, et donc #ΓT (ξ) est e´gal au nombre d’orbites ferme´es γi de ξT . Les
T \
⋃
i γi sont des composantes annulaires qui sont soit de Reeb (ne posse`dent pas d’arc
transversal s’appuyant au bord et qui intersecte toutes les feuilles) ou tendues (il existe
un tel arc transversal). On peut supposer que c est transversal a`
⋃
i γi. En analysant les
composantes de c \
⋃
i γi, tout arc (se´parant ou non se´parant) situe´ dans une composante
de Reeb donne au moins une tangence, tandis que les arcs situe´s dans une composante
tendue ne contribuent pas ne´ce´ssairement. Donc le nombre de composantes de Reeb est
majore´ par 2 deg(A) (= le nombre de tangences de c), si les orbites γi ont une intersec-
tion non triviale avec c. Pour voir que les orbites γi ont une intersection ge´ome´trique non
triviale avec c, on observe que 2 deg(A), qui est le de´compte alge´brique du nombre de
tangences entre c et ξT , est invariant par isotopie. Si le nombre d’intersection ge´ome´trique
est nul, alors le degre´ doit aussi eˆtre nul. Pour conclure, toutes les composantes tendues
peuvent eˆtre supprime´es en isotopant T a` une distance borne´e dans φ(T × [0, 1]). On peut
e´galement remarquer que l’assertion 4.2 implique que les composantes de Reeb pointent
dans la meˆme direction.
Le point cle´ pour le tore convexe T modifie´ comme dans le lemme pre´ce´dent est que
#ΓT (ξ) est borne´ inde´pendemment du choix de ξ ∈ S. On suppose que ξ ∈ S satisfait
wξ ≫ nwT , ou` n =
1
2
#ΓT (ξ). Alors il existe un plongement ψ : T × [0, n] → N(B), ou`
T ×{0} = T ′ et ψ∗ξ est donne´e par cos(g(x, y)+ 2pit)dx− sin(g(x, y)+ 2pit)dy = 0. Si on
excise ψ(T × [0, n]) et on recolle ψ(T ×{0}) avec ψ(T ×{n}) via l’identification naturelle
donne´e par la fibration legendrienne, on obtient une structure de contact ξ′ correspondant
au poids wξ−nwT . Maintenant, ξ et ξ
′ sont isomorphes car elles diffe`rent par des twists de
Dehn le long du tore T . Pour cette raison, on peut re´duire inductivement wξ → wξ−nwT
jusqu’a` ce qu’un secteur de X ait un petit poids. Un tel secteur peut alors eˆtre e´lague´.
En appliquant le lemme du degre´ a` (M, τ, ζ), on se rame`ne au cas ou` (M, τ, ζ) est l’un
des (Mi, τi, ζi). On peut encore ame´liorer M par e´lagage graˆce a` la proposition suivante :
Proposition 4.5. Apre`s des e´lagages successifs, on peut supposer, quitte a` conjuguer
les structures de S par des produits de twists de Dehn, que, pour toute composante A de
∂vM ,
1. deg(A) = 0 si et seulement si les deux composantes de ∂A sont non contractibles
dans T .
2. deg(A) = 1 si et seulement si les deux composantes de ∂A bordent des disques dans
T .
De´monstration. Par le lemme du degre´, si une composante de ∂A est non contractible,
alors deg(A) = 0. A` l’inverse, si une composante c de ∂A borde un disque D dans T , alors
par l’assertion 4.2 et la non singularite´ du feuilletage caracte´ristique de D, il ne peut y
avoir que deux points le long de c pour lesquels TxA = ζx. Donc deg(A) = 1. Ainsi, soit
les deux composantes de ∂A sont non contractibles dans T , soit elles bordent toutes deux
un disque.
Remarque 4.6. Si les deux composantes de ∂A bordent un disque, alors ces disques doivent
eˆtre du meˆme coˆte´ de A, sinon la sphe`re constitue´e de l’union de ces deux disques avec
A pourrait eˆtre lisse´e en une sphe`re transversale a` ξ0 ∈ S.
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4.2 E´limination des disques de contact
Dans cette partie, on simplifie le domaine fibre´ M en e´liminant les disques de contact.
Un disque de contact est un disque proprement plonge´ D ⊂ M , transversal aux fibres et
dont le bord est dans ∂vM .
Lemme 4.7. Soit A une composante de ∂vM . S’il existe un disque de contact D dont le
bord est dans A, alors les composantes c1, c2 de ∂A bordent des disques D1, D2 ⊂ T de
sorte que Di soit dans l’inte´rieur de M pre`s de ∂Di.
De´monstration. Comme A admet un disque de contact D et que le feuilletage caracte´ris-
tique de D est non singulier, deg(A) doit eˆtre e´gal a` un. Par le lemme du degre´, ci
doit border un disque Di dans T . On note que Di ne peut pas eˆtre dans la (( direction
oppose´e )) a` D, c’est-a`-dire que Di ne peut pas contenir la composante de ∂hM adjacente
a` ci. Dans le cas contraire, D ∪Di (augmente´ de parties de A et apre`s lissage) formerait
une sphe`re immerge´e transversale a` la fibration legendrienne, ce qui est impossible.
Remarque 4.8. Il est possible que D1 ⊂ D2 ou` vice-versa.
Proposition 4.9. Soit V une varie´te´ close et irre´ductible de dimension trois. Il existe
un nombre fini de paires (Ni, ζi), i = 1, . . . , k, satisfaisant aux conditions suivantes :
1. Ni ⊂ V est une union finie de tores e´paissis T
2× [0, 1], d’anneaux e´paissis A× [0, 1]
et de voisinages de bouteilles de Klein N(K), ou` chaque A×{j}, j = 0, 1, est colle´
de fac¸on incompressible sur un ∂(T 2 × [0, 1]) ou sur un ∂N(K), et ou` certaines
composantes de bord de T 2×I peuvent eˆtre identifie´es entre elles ou avec un ∂N(K) ;
2. ζi est une structure de contact tendue sur V \ Int(Ni) ;
3. toute structure de contact tendue sur V est conjugue´e, par un produit de twists de
Dehn et d’isotopies a` une structure e´gale a` l’une des ζi sur V \ Int(Ni).
De´monstration. On e´limine d’abord les disques de contact de M , tout en pre´servant la
condition que M porte pleinement une union de tores T . (Voir la remarque 4.10 ci-
dessous.) S’il y a un disque de contact pour A, alors en utilisant le lemme 4.7, on peut le
remplacer par des disques de contact (pour A) D1 et D2 dans T . Sans perte de ge´ne´ralite´,
on suppose que D1 est un disque de contact le plus inte´rieur pour T . Alors, soit D1 et
D2 sont disjoints, soit D1 ⊂ D2. Comme D1 peut contenir des disques de ∂hM , on le
pousse le´ge`rement le long des fibres pour l’e´loigner de ∂hM ∩ Int(D1). On appelle D
′
1
cette de´formation de D1. On change alors M en M \D
′
1, T en (T \D1) ∪D
′
1, et D2 en
(D2 \D1) ∪D
′
1 si D1 ⊂ D2 (puis, apre`s le paragraphe ci-dessous on les rebaptise M , T
et D2).
On explique maintenant comment transformer D′1 en une surface convexe (de bord
legendrien), de sorte que la structure de contact ζ s’e´tende de manie`re unique en une
structure de contact tendue sur M ∪ N(D′1), c’est-a`-dire de sorte qu’on puisse isotoper
toutes les structures ξ ∈ S sur M relativement a` ∂M pour les faire co¨ıncider sur (un
voisinage de) D′1. Apre`s un lissage des coins de ∂M et une perturbation ge´ne´rique, ∂M
devient convexe. Le fait que deg(A) = 1 se traduit par le fait qu’on peut trouver une
isotopie de ζ pre`s de ∂M (et donc une isotopie concomitante des structures ξ ∈ S) qui
rende ∂D′1 legendrien avec tb(∂D
′
1) = −1. Dans ce cas, si D
′
1 est perturbe´ en une surface
convexe de bord legendrien, il n’y a qu’une seule possibilite´ pour ΓD′1(ξ) a` isotopie pre`s.
De`s lors, en appliquant le lemme de re´alisation de feuilletages on peut supposer que toutes
les structures ξ ∈ S donnent le meˆme germe le long de D′1.
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Comme (le nouveau) T n’est pas pleinement porte´ par le (nouveau)M (voir la remar-
que 4.10 : la fibration persiste topologiquement, de meˆme que la notion de surface porte´e),
on modifie T de la fac¸on suivante : soit T la composante de T qui contient D2, et soit T
′
une de´formation paralle`le de T . On remplace T par un lissage de (T \D2)∪A∪D
′
1. Si on
de´double ce nouveau tore, on obtient une nouvelle collection de surfaces T qui contient
∂hM . Comme ∂vM est constitue´ d’un nombre fini de composantes, on e´limine ainsi tous
les disques de contact en un nombre fini d’ope´rations. On observe que les composantes
de ∂vM ∩ T qui e´taient non homotope a` ze´ro (resp. homotope) dans T le demeurent.
Une fois e´limine´s tous les disques de contact, on e´tudie les composantes de ∂hM . Elles
sont de trois types : (i) disques, (ii) anneaux incompressibles dans T et (iii) tores. Tous
les disques de ∂hM peuvent eˆtre e´limine´s de la fac¸on suivante. Soit D une composante de
∂hM diffe´omorphe a` un disque et A un anneau qui partage une composante de bord avec
D. Le degre´ deg(A) doit eˆtre non nul et si S est une composante de ∂hM qui intersecte
l’autre composante de bord de A, alors, par le lemme du degre´, S ne peut pas eˆtre un
anneau incompressible dans T . Donc S est aussi un disque. Mais alors D ∪ A ∪ S est
une sphe`re qui borde une boule B3 d’un coˆte´ ou de l’autre. Dans un cas, on remplace
M par M ∪ B3 et dans l’autre par M \ B3 (ou` on est suˆr qu’a` isotopie pre`s toutes les
structures de S co¨ıncident d’apre`s le the´ore`me de classification 1.1 d’Eliashberg). A` la fin
du processus, tous les disques du bord horizontal sont e´limine´s. Ceci implique que toutes
les composantes de M \ T sont des tores e´paissis, des voisinages de bouteilles de Klein
ou des anneaux e´paissis qui sont colle´s de fac¸on incompressible les uns aux autres.
Remarque 4.10. En e´liminant les disques de contact, on perd le controˆle sur la fibration
legendrienne, bien qu’elle persiste topologiquement. Ainsi, au lieu de conside´rer les classes
de conjugaison de structures de contact tendues ajuste´es a` un triplet (M, τ, ζ), on doit
conside´rer les classes de conjugaison de structures de contact sur V qui co¨ıncident avec
ζ sur V \ Int(N). Du fait de cette perte d’information, on doit s’appuyer sur un re´sultat
de finitude pour une classe simple de varie´te´s N , pre´cise´ment lorsque N est un fibre´ en
cercles au-dessus d’une surface.
4.3 Re´duction aux fibre´s en cercles
Soit (N, ζ) = (Ni, ζi) une paire comme dans la proposition 4.9 et T (N, ζ) un ensemble
de structures de contact tendues sur V e´gales a` ζ sur V \ Int(N) et de torsions borne´es
par n. L’objectif de cette partie est de de´montrer la proposition suivante.
Proposition 4.11. Il existe une famille finie de paires (N1, ζ1), ..., (Nl, ζl) satisfaisant
aux conditions suivantes :
– les Ni, i = 1, ..., l, sont des fibre´s en cercles au-dessus de surfaces compactes a` bord,
e´ventuellement non orientables, dans V ;
– ζi, i = 1, ..., l, est une structure de contact tendue sur V \ Int(Ni) ;
– toutes les composantes de Γ∂Ni sont isotopes aux fibres de Ni ;
– toute structure de T (N, ζ) est conjugue´e, par un produit de twists de Dehn et d’iso-
topies, a` une structure e´gale a` ζi sur V \ Int(Ni) pour un certain i ∈ [1, l].
On observe de´ja` que la sous-varie´te´ N n’est pas quelconque.
Lemme 4.12. La varie´te´ N est une varie´te´ graphe´e constitue´e par collage, le long d’une
famille de tores incompressibles, de blocs de l’un des trois types suivants :
1. un tore e´pais ;
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2. un voisinage de bouteille de Klein ;
3. un fibre´ en cercles au-dessus d’une surface compacte de caracte´ristique infe´rieure
ou e´gale a` −1 et non ne´ce´ssairement orientable. Toute composante fibre´e M de ce
type a un bord qui intersecte non trivialement ∂N , et les courbes de Γ(∂N)∩M (ζ) sont
isotopes aux fibres de M .
Remarque 4.13. La varie´te´ N n’est pas force´ment connexe.
De´monstration. A` chaque fois que deux composantes T 2 × I font bord commun, elles
peuvent eˆtre regroupe´es pour former un unique T 2 × I. Si on coupe N le long de l’union
des T 2×{1
2
} donne´s par la proposition 4.9, alors les composantes connexes sont de l’un des
trois types recherche´s. Le cas 3 apparaˆıt pour les composantes connexes qui contiennent
un produit A× I. Sur chaque composante M de ce de´coupage qui est de la forme 3, les
fibres sont isotopes aux courbes ∂A×{∗} des produits A×I qui la composent et qui sont
de degre´ nul. Comme les anneaux (∂A)×I contiennent une courbe de singularite´s isotope
a` leur aˆme (et donc aux fibres de M d’apre`s l’assertion 4.2), les courbes de Γ∂N(ζ) ∩M
sont isotopes aux fibres.
Lemme 4.14. Soit T ⊂ N un tore de recollement entre deux composantes fibre´es M
et M ′ de type 3 le long duquel les fibrations ne correspondent pas. Il existe un voisinage
tubulaire T × [−1, 1] de T = T × {0} inclus dans M ∪M ′ et des structures ζ1, ..., ζk sur
T × [−1, 1] pour lesquelles les tores T ×{±1} sont convexes, les composantes des courbes
de de´coupage ΓT×{±1}(ζi) sont respectivement deux fibres de M
′ et pour lesquelles, pour
tout ξ ∈ T (N, ζ), il existe une isotopie de ξ en ξ′ dans V relative a` V \ Int(N) qui fait
co¨ıncider ξ′|T×[−1,1] avec une des structures ζi.
De´monstration. On commence par prouver le fait suivant.
Lemme 4.15. Il existe un e´paississement T × [−2, 2] de T dans M ∪M ′ tel que toute
composante de ΓT×{−2}(ξ) soit isotope a` une fibre de M et toute composante de ΓT×{2}(ξ)
soit isotope a` une fibre de M ′.
De´monstration. Les intersections ∂M∩∂N et ∂M ′∩∂N sont non vides et contiennent une
courbe de singularite´s isotope aux fibres. On prend des copies paralle`les de ces courbes
singulie`res dans Int(M) et Int(M ′). Ce sont des courbes legendriennes isotopes aux fi-
bres dont l’enroulement (calcule´ par rapport a` la fibration) est nul. On choisit alors un
e´paississement T × [−2, 2] de T = T × {0} qui incorpore ces courbes legendriennes dans
son bord. La condition d’enroulement nul fait que celles-ci peuvent eˆtre re´alise´es, apre`s
isotopie e´ventuelle, comme des orbites non singulie`res de ξT × {±2}. Elles y imposent
donc la condition voulue sur ΓT×{±2}(ξ).
D’apre`s la classification des structures tendues sur le tore e´pais [Gi4, Ho1], si les pentes
des courbes de de´coupage au bord de T×[−2, 2] ne co¨ıncident pas, on peut re´duire a` deux
le nombre de leurs composantes. On peut donc, sous les hypothe`ses du lemme 4.14 et
les conclusions du lemme 4.15, isotoper toute structure ξ|T×[−2,2] relativement au bord de
T × [−2, 2] en ξ′ de sorte que les de´coupages ΓT×{±1}(ξ
′) aient deux composantes isotopes
aux fibres de M et de M ′. On peut e´galement obtenir que la torsion de ξ′|T×[−1,1] soit
nulle. Il n’y a qu’un nombre fini de structures de contact tendues sur T × [−1, 1] qui
satisfassent ces conditions. D’ou` les structures ζ1, ..., ζk recherche´es.
On a un re´sultat dans le meˆme esprit pour les composantes N(K). On rappelle que
la bouteille de Klein posse`de seulement quatre classes d’isotopie distinctes de courbes
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ferme´es simples essentielles et non oriente´es. Pre´cise´ment, dans un syste`me de coor-
donne´es (y, t) ∈ (R/Z) × [0, 1] ou` K ≃ (R/Z) × [0, 1]/(y, 0) ∼ (−y, 1), on obtient
quatre repre´sentants avec les courbes γ1 = {t = 0}, γ2 = {y = 0}, γ3 = {y =
1
2
} et
γ4 = {y =
1
4
, y = 3
4
}. Similairement, N(K) posse`de, a` isotopie pre`s, deux fibrations de
Seifert diffe´rentes : une fibration en cercles sur la bande de Mo¨bius dont les fibres sont
isotopes a` γ1 et une fibration de Seifert sur le disque dont les fibres re´gulie`res sont isotopes
a` γ4 et les deux fibres singulie`res a` γ2 et γ3.
Lemme 4.16. Soit T un tore de recollement entre une composante fibre´e M de type 3
et un voisinage N(K). Si aucune des deux fibrations possibles de N(K) ne prolonge celle
de M , alors il existe un voisinage T × [−1, 1] de T = T × {0} dans M ∪ N(K) et une
famille ζ1, ..., ζk de structures de contact sur T × [−1, 1] avec les proprie´te´s suivantes :
– les tores T×{±1} sont ζi-convexes et les courbes de de´coupages ΓT×{±1}(ζi) sont re-
spectivement deux fibres deM et de N(K) (pour une des deux fibrations de N(K)) ;
– toute structure ξ ∈ T (N, ζ) est isotope a` une structure ξ′ e´gale a` l’une des structures
ζi sur T × [−1, 1] par une isotopie qui est stationnaire en dehors de N .
De´monstration. On commence par normaliser toute structure ξ ∈ T (N, ζ) au voisinage
de K. Pour cela, on rend, par isotopie de ξ, la courbe γ1 legendrienne, puis on maximise
son invariant de Thurston-Bennequin relatif a` K, parmi ceux qui sont ne´gatifs ou nuls.
On distingue deux cas.
Si ce nombre de Bennequin maximal est nul, alors γ1 est, apre`s isotopie de ξ, une
courbe non singulie`re du feuilletage caracte´ristique de K. On peut alors trouver un voisi-
nage T × [−2, 2] de T = T ×{0} dans M ∪N(K) pour lequel le feuilletage caracte´ristique
ξT × {2} contient une courbe non singulie`re isotope a` γ1, c’est-a`-dire aux fibres de la
fibration de N(K) sur la bande de Mo¨bius, et ξT × {−2} contient une courbe non sin-
gulie`re isotope aux fibres de M . Comme on l’a de´ja` vu pre´ce´demment, la classification
des structures tendues sur le tore e´pais permet, dans le cas ou` ces deux directions ne sont
pas isotopes dans T 2× [−2, 2], d’isotoper ξ dans T × [−2, 2] pour l’amener sur un nombre
fini de mode`les fixe´s au pre´alable dans T × [−1, 1], tous posse´dant les proprie´te´s requises
dans les conclusions du lemme 4.16.
Lorsque le nombre de Bennequin maximal de γ1 est strictement ne´gatif, on isotope K
pour que ξ ne fasse pas de demi-tour inverse´ le long de γ1. On de´coupe alors K selon γ1.
Il apparaˆıt un anneau A a` bord legendrien que l’on rend convexe par isotopie C∞-petite
relative a` ∂A. Le de´coupage de A est alors constitue´ de traverses. Ces traverses donnent
dans K une multi-courbe Γ qui joue le roˆle de (( courbe de de´coupage )) de K. Ici, on
observe que chacune des composantes de Γ est isotope a` γ2, γ3 ou γ4. De plus, le lemme
de re´alisation applique´ sur A permet de dessiner sur K des courbes legendriennes non
singulie`res paralle`les aux composantes de Γ. Celles-ci sont isotopes aux fibres re´gulie`res de
la fibration de N(K) sur le disque et peuvent eˆtre incorpore´es dans le bord d’un voisinage
de T . On conclut alors comme pre´ce´demment.
De´monstration de la proposition 4.11. Si ∂N = ∅, alors soit N(= V ) est un fibre´ en tores
sur le cercle, soit N est obtenu en recollant deux voisinages N(K) le long de leur bord.
Le cas des fibre´s en cercles est traite´ dans [Gi4] et [Ho2]. On y obtient le the´ore`me 0.6 et
donc on peut prendre Ni = ∅ dans la proposition 4.11. Celui ou` V = N = N(K)∪N(K)
s’e´tudie de manie`re similaire.
Proposition 4.17. Soit V = N(K1) ∪N(K2) ou` K1 et K2 sont des bouteilles de Klein.
L’espace des structures de contact tendues de torsion infe´rieure a` n ∈ N posse`de un
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nombre fini d’orbites sous l’action du groupe engendre´ par les isotopies et les twists de
Dehn.
Esquisse de de´monstration. Soit ξ une structure de contact tendue sur V . On normalise
le (( de´coupage )) de K1 puis celui de K2 en minimisant le nombre de leurs composantes.
On choisit des petits voisinages (( homoge`nes )) Nε(Ki) de Ki et on identifie l’adhe´rence
de leur comple´mentaire a` T × [−2, 2]. Les de´coupages Γ∂Nε(Ki) sont constitue´s de fibres
de l’une des fibrations des N(Ki). Si aucune des deux fibrations de N(K1) ne s’e´tend
a` N(K2), alors on peut trouver une isotopie de ξ en ξ
′ pour laquelle les de´coupages
ΓT×{±1}(ξ
′) sont constitue´s de deux fibres de la composante N(Ki) correspondante. Si
le nombre de composantes de Γ∂Nε(Ki) n’e´tait pas deux, on trouverait une rocade s’ap-
puyant sur ∂Nε(Ki) et par suite une rocade s’appuyant sur Ki qui permettrait de re´duire
son de´coupage. D’ou` une contradiction. On peut ainsi se ramener au cas ou` toutes les
structures conside´re´es co¨ıncident au voisinage des bouteilles Ki. La proposition de´coule
alors de la classification des structures tendues sur le tore e´pais.
Le cas restant est celui ou` V est un fibre´ de Seifert sur la bouteille de Klein, l’espace
projectif ou` la sphe`re, avec respectivement 0, 2 et 4 fibres singulie`res. Pour toute structure
tendue ξ, la varie´te´ V posse`de de plus une fibre re´gulie`re d’enroulement nul. On excise un
voisinage standard d’une telle fibre re´gulie`re pour ce ramener au cas d’un fibre´ en cercles
sur une surface a` bord, lequel est traite´ dans la section 4.4.
On suppose maintenant que ∂N 6= ∅. Si deux composantes de type 3 de N sont adja-
centes le long d’un tore T , soit leurs fibrations co¨ıncident au bord, et on les recolle pour
former une composante fibre´e e´largie, soit elles sont diffe´rentes et, a` l’aide du lemme 4.14,
on se rame`ne a` l’e´tude d’une famille de structures tendues sur le de´coupage de N par
T × [−1, 1] qui co¨ıncident au bord. Comme ∂N 6= ∅, toute composante N(K), voisinage
d’une bouteille de Klein K, est alors isole´e ou adjacente a` une composante M de type
3. Dans le deuxie`me cas, le lemme 4.16 permet, quitte a` effectuer un de´coupage le long
du tore de recollement T (et apre`s isotopie des structures), de se ramener aux cas de M
et d’une composante N(K) isole´e ou de supposer que la fibration de M s’e´tend en une
fibration (de Seifert) sur M ∪ N(K). Pour obtenir la proposition 4.11, les composantes
N(K) isole´es peuvent eˆtre traite´es a` part, de la meˆme fac¸on que dans la proposition 4.17.
Apre`s ces ope´rations de re´duction, la sous-varie´te´ N est un fibre´ de Seifert au-dessus
d’une surface compacte a` bord non vide. Pour toute structure ξ ∈ T (N, ζ), le fibre´ N
posse`de une fibre re´gulie`re d’enroulement nul. On se rame`ne au cas ou` N est un fibre´
en cercles en retirant a` N des voisinages normalise´s N(γ1), ..., N(γl) des fibres singulie`res
(rendues legendriennes au pre´alable) γ1,...,γl. Pour cela, on incorpore dans le bord de
chaque N(γi) une fibre re´gulie`re d’enroulement nul qui forme une orbite pe´riodique de
ξ∂N(γi). Ceci impose que Γ∂N(γi) est constitue´ de courbes isotopes aux fibres. On peut
e´galement imposer que #(Γ∂N(γi)) = 2 et d’apre`s le the´ore`me de classification des struc-
tures tendues sur le tore solide [Gi4, Ho1], il y a un nombre fini de structures tendues sur
N(γi) qui ont un tel de´coupage au bord.
Enfin, maintenant que l’on s’est ramene´ a` un fibre´ en cercles, on remarque que, a`
isotopie pre`s, toutes les composantes des courbes de de´coupage pre´sentes au bord sont
S1-invariantes. En conclusion, on obtient la proposition 4.11.
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4.4 Le cas des fibre´s en cercles
Pour conclure la preuve du the´ore`me 0.6, on utilise des re´sultats de [Gi4, Gi5] et [Ho2]
qui classifient les structures de contact tendues sur les fibre´s en cercles : l’ensemble T (N, ζ)
contient un nombre fini de structures de contact tendues de torsion donne´e, a` conjuguaison
pre`s par des produits de twists de Dehn le long de tores incompressibles dans N et
d’isotopies. La classification est meˆme plus pre´cise.
The´ore`me 4.18. [Gi4, Gi5, Ho2] Soit S une surface compacte oriente´e de bord non vide
et E un ensemble forme´ d’un nombre pair (et non nul) de points sur chaque composante de
∂S. Soit e´galement ζ un germe de structure de contact le long de ∂M . On suppose que ∂M
est ζ-convexe et que sa courbe de de´coupage est S1×E. Les classes d’isotopies de structures
de contact tendues surM qui co¨ıncident avec ζ sur le bord sont en correspondance bijective
avec les sous-varie´te´s incompressibles (mais pas ne´ce´ssairement ∂-incompressibles) de
dimension un Γ de S avec ∂Γ = E.
Dans ce the´ore`me, il faut voir Γ comme la courbe de de´coupage (( minimale )) d’une
section {0} × S rendue convexe au pre´alable. Lorsque ζ est S1-invariante, alors toutes
les structures tendues sur M qui co¨ıncident avec ζ au bord le sont e´galement (a` isotopie
pre`s).
Dans le cas qui nous inte´resse cependant, la base S de pi : N → S n’est pas toujours ori-
entable. On se donne une multi-courbe compacte plonge´e dans S dont le comple´mentaire
est orientable et dont la pre´image par pi est une union disjointe de bouteilles de Klein.
Pour toute structure ξ ∈ T (N, ζ), on peut re´aliser une isotopie de ξ a` support dans N
pour que chacune de ces bouteilles K contienne une fibre de pi d’enroulement nul qui
est une orbite non singulie`re γ de son feuilletage carate´ristique. La surface obtenue en
de´coupant K selon γ est un anneau que l’on peut rendre convexe par perturbation C∞-
petite de ξ relative a` γ. Par extension, on conside`re que la bouteille K est (( convexe ))
et que son de´coupage s’identifie a` celui de A. Celui-ci est consitue´, apre`s isotopie, d’une
union de fibres de pi. En appliquant le lemme de re´alisation de feuilletages a` A, on arrive
sans difficulte´ a` conjuguer la structure ξ sur un voisinage N(K) de K a` la structure
d’e´quation sin((2n+ 1)pit)dx+ cos((2n+ 1)pit)dy = 0 pour l’identification donne´e par
N(K) ≃ {(x, y, t) ∈ [−1, 1]× R/Z× [0, 1]}/(x, y, 0) ∼ (−x,−y, 1)
ou` K = {x = 0}.
Sur la section B0 = {y = 0} de pi : N(K) → B, on peut mate´rialiser une courbe de
de´coupage par les 2n+1 traverses {y = 0, t = 2k+1
4n+2
}, k ∈ [0, 2n+1[. Meˆme si B0 n’est pas
orientable, ce de´coupage prend un sens lorsqu’on conside`re le disque a` bord legendrien
B1 obtenu en de´coupant B0 le long de {t = 0}. La structure ξ est S
1-invariante au-dessus
de B1.
Dans le comple´mentaire de l’union de ces voisinages de bouteilles de Klein normalise´s,
qui est le produit M0 d’une surface compacte orientable S0 par le cercle, on minimise,
comme dans le the´ore`me 4.18, le de´coupage d’une section {0} × S0 dont le bord est
e´gal a` celui des bandes de Mo¨bius B0 trouve´es dans chaque N(K). Comme elle l’est
sur les composantes de ∂M0 (apre`s utilisation du lemme de re´alisation de feuilletages),
la structure ξ est, d’apre`s le the´ore`me 4.18, (isotope a` une structure) S1-invariante sur
S1 × S0. On recolle la courbe de de´coupage obtenue sur {0} × S0 avec les arcs trace´s sur
les B0. On obtient ainsi une (( courbe de de´coupage )) ΓS(ξ) de S. Soit k(ξ) le nombre de
composantes de ΓS(ξ).
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Si k(ξ) est borne´ inde´pendemment de ξ ∈ T (N, ζ), alors toutes les configurations
possibles pour la famille (ΓS(ξ))ξ∈T (N,ζ) se de´duisent d’un nombre fini d’entre elles par
des twists de Dehn et des isotopies de S. Comme ξ est de´termine´e par ΓS(ξ) et que tout
twist de Dehn sur S provient d’un twist le long d’un tore de N , on obtient la conclusion.
Dans le cas contraire, pour tout p ≥ 0, il existe une structure ξp ∈ T (N, ζ) pour
laquelle la courbe de de´coupage ΓS(ξp) contient une famille de p courbes paralle`les. Celle-
ci est incluse dans un anneau A ⊂ S. La fibration est triviale au-dessus de A, et sur pi−1(A)
la structure ξp est S
1-invariante. On ve´rifie facilement que le tore e´pais (pi−1(A), ξ|π−1(A))
contient un tore de torsion [p
2
]− 1, d’ou` une contradiction.
5 Finitude pour les nœuds legendriens
Pour finir, on de´montre ici le the´ore`me 0.10. Soit K une classe topologique de nœuds
dans S3 et K un de ses repre´sentants. On note ζ0 la structure de contact standard sur
S3, V la varie´te´ a` bord S3 \ Int(N(K)) et Kζ0,n l’ensemble des nœuds legendriens de
(S3, ζ0) dans la classe K dont l’invariant de Thurston-Bennequin vaut n. Tout nœud
L ∈ Kζ0,n posse`de un voisinage tubulaire N(L) = D
2 × S1 contenant L comme {0} × S1
et (( standard )) au sens ou` ζ0 y est de´finie par
sin θ dx+ cos θ dy = 0, (x, y, θ) ∈ D2 × S1.
Pour tout L ∈ Kζ0,n, la restriction de ζ0 a` S
3\Int(N(L)) donne une structure de contact ξL
sur V . La feuilletage caracte´ristique ξL ∂V est de´termine´, a` isotopie pre`s, par la pente de
ses lignes singulie`res. Cette pente elle-meˆme est de´termine´e par l’invariant de Thurston-
Bennequin n de L. On peut donc supposer que toutes les structures ξL, L ∈ Kζ0,n,
co¨ıncident le long de ∂V . Or la varie´te´ V est irre´ductible et les structures ξL sont tendues
et de torsion nulle : d’apre`s le the´ore`me 0.8, elles vivent dans un nombre fini de classes,
modulo isotopie et conjugaison par des twists de Dehn sur des tores. Vus dans S3, ces
twists sont isotopes a` l’identite´. Si ξL et ξL′ sont dans une meˆme classe, il existe donc une
isotopie de S3 issue de l’identite´ dont le temps 1 envoie L sur L′ et pre´serve ζ0. Comme
l’espace des structures de contact tendues positives sur S3 est simplement connexe [El2],
cette isotopie peut eˆtre de´forme´e en une isotopie de contact qui ame`ne L sur L′. C’est
une isotopie legendrienne entre L et L′.
Question 5.1. Dans une classe d’isotopie de nœuds donne´e, existe-t-il un nombre fini
de nœuds legendriens dont tout nœud legendrien se de´duise par isotopie legendrienne et
stabilisation ?
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